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سخني با هنرجویان گرامی

به گفتة بسیاری از دانشمندان، ریاضی علمی شیرین و کاربردی است و تاریخ ریاضی نشان داده که حل 
مسائل عملی محیط پیرامونی موجب توسعة ریاضیات شده است. هدف اصلی ریاضی، حل مسائلی است که 

انسان در زندگی روزمره و عملی با آنها روبه رو است.
شما با دیدن شنای شناگران، نمی‌توانید شنا یاد بگیرید بلکه برای شناگر شدن باید وارد آب شوید و 

خودتان مستقیماً عمل کنید.
یادگیری ریاضی صرفاً خواندن و شنیدن مفاهیم ریاضی نیست؛ بلکه ریاضیات علمی معنادار است و تا 

زمانی که خود شما درگیر حل مسائل نشوید نمی‌توانید ریاضی را یاد گرفته و از آن استفاده کنید.
طراحی این کتاب به گونه‌ای است که در یک متن داستان‌گونه، مسئله‌ای مطرح می‌شود و شما با انجام 

فعالیت‌هایی که در ادامة مسئله آمده است به مفهوم ریاضی مورد نظر می‌رسید.
سعی کنید تمامی این عملیات را انجام دهید و مطمئن باشید خواهید توانست مفاهیم را به خوبی یاد 

گرفته و نهایتاً مسئله‌های کتاب را حل کنید.
و  مثال‌ها  است  شده  سعی  وابسته‌اند.  هم  به  و  بوده  هم  با  ارتباط  در  کتاب  این  در  ریاضی  مفاهیم 

باشند. مرتبط  ما  زندگی  پیرامونی  محیط  با  و  بوده  کاربردی  است  آمده  کتاب  در  که  تمرین‌هایی 
آنچه که مسلم است ریاضیات زبان علم است و در تمام متن زندگی ما حضور دارد. یادگیری ریاضی شما 
را قادر می‌سازد تا توانایی تجزیه و تحلیل مسئله‌هایی را که با آنها برخورد می‌کنید، داشته باشید و خواهید دید 

که چگونه می‌توانید آموخته‌های خود را به کار برده و مسئله‌های مهمی را حل کنید.
در این کتاب علاوه بر تأکید بر این جنبة ریاضی، به تأثیر فناوری در یادگیری ریاضی نیز توجه شده 
است. محیط و ابزار فناوری از جمله استفاده از ماشین حساب و نرم‌افزارهای پویا مانند جئوجبرا، این امکان را 
فراهم می‌سازد تا هنرجو فرصت درک شهودی، رشد مهارت‌های تفکر مانند حدسیه و فرضیه‌سازی، الگویابی 
و غیره را پیدا کند. بنابراین به کارگیری فناوری از اصولی است که در تألیف این کتاب به آن توجه شده است.

در خاتمه برای آنکه کتاب برای شما بهتر قابل استفاده باشد، از نظر برخی از هنر آموزان محترم استفاده 
شده است که بدین وسیله از ایشان تشکر و قدردانی می‌گردد.
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تأثیر  به دلیل  دوره‌ای  پدیده‌های  مطالعة 
اهمیت زیادی  از  آنها در زندگی روزمره  زیاد 
برخوردار است. مدل سازی این گونه پدیده‌ها 
می‌شود.  انجام  مثلثاتی  تابع‌های  کمک  به 
فصل‌ها،  تغییر  خورشید،  غروب  و  طلوع 
جزر  و  مد، حرکت چرخ و فلک و تغییر ارتفاع 
یک سرنشین آن، نمونه‌هایی از این پدیده‌ها 

می‌باشد.
از  آن  از  ناشی  تغییرات  و  مد  و  جزر  بررسی 
تراز  نوسانات  الگوی  مطالعة  اصلی  مؤلفه‌های 
گرفتگی  آب  ساحلی،  خط  تغییرات  آب، 
می‌باشد.  ساحلی  نوار  مدیریت  و  سواحل 
مدی  و  جزر  نیروگاه‌های  احـداث  با  امـروزه 
برای  مد  و  انرژی جزر  از  نقاط،  از  بـرخی  در 
تولید برق استفاده می‌شود این انرژی حاصل 
نیروهای جاذبة ماه و خورشید  و از انرژی‌های 

تجدیدپذیر می‌باشد.

پودمان  اول

کاربرد برخی تابع ها در زندگی روزمره
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1ـ  تابع‌های چندضابطه ای

احمد می دانست هزینة گاز مصرفی خانه، تابعی از میزان مصرف گاز است. او می خواست قانون این تابع را 
به دست آورد، اما با مشکلی روبه رو شد که در کلاس آن را مطرح کرد.

احمد گفت: من فکر می کردم که هزینة مصرف گاز تابعی از میزان مصرف گاز است. اما شنیدم که دولت 
برای صرفه جویی در مصرف آب، برق و گاز، هزینة مصرف آن را با یک قانون ثابت اندازه گیری نمی کند. 
مثلًا، تا یک میزان از مصرف گاز، آن را مجانی حساب می کند و تا یک میزان دیگر از مصرف، آن را با تعرفه 
کم حساب می کند و مصارف بالا را با تعرفه های زیاد حساب می کند. وقتی قانون ثابتی برای محاسبة هزینة 

گاز نباشد، آیا باز هم می توانیم بگوییم هزینة گاز، تابعی از میزان مصرف گاز است؟
دبیر گفت: آیا با مشخص شدن میزان مصرف گاز، می توان هزینة گاز را به طور مشخص به دست آورد؟

احمد گفت: حتماً می توان این کار را کرد، چون دولت هزینة مصرف گاز را حساب می کند و قبض آن را 
به خانه ها می فرستد. پس، هزینة گاز، تابعی از میزان مصرف گاز است. اما برای محاسبة هزینة گاز، قانون 

یکسانی را نمی توانیم به کار ببریم. آیا این موضوع مشکلی ایجاد می کند؟
دبیر گفت: خیر، قانون یک تابع به معنای مشخص بودن روش محاسبة مقدار تابع است، نه اینکه حتماً 
فرمول ثابتی در کار باشد. ممکن است شیوة محاسبة مقدار تابع برای مقادیر مختلف فرق کند. فعالیت 

صفحۀ بعد کمک می کند که شیوة محاسبة مقدار تابع هزینة برق را مشخص کنید.
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واحد مصرف برق کیلو وات ساعت1 است. یکی از مهندسان شرکت برق برای هدفمندکردن الگوی 
مصرف برق، طرحی پیشنهاد کرد. براساس این طرح، مصرف کمتر از 10 کیلو وات ساعت در ماه 
مجانی است و برای مصارف از 10 تا کمتر از 100 کیلو وات ساعت، به ازای هر کیلو    وات ساعت 
50 تومان هزینه حساب می‌شود. همچنین برای مصارف از 100 تا 500 کیلو وات ساعت، به 
ازای هر کیلو وات ساعت 120 تومان محاسبه می‌گردد و بیشتر از 500 کیلو وات ساعت برق 

منزل قطع می‌شود.

فعالیت 1

١ـ یک کیلو وات ساعت )kwh( در واقع مقدارمصرف یک وسیلة برقی۱۰۰۰ واتی در مدت زمان یک ساعت است. برای مثال، اگر ۱۰ عدد 
لامپ ۱۰۰ وات را به مدت یک ساعت روشن کنیم، یک کیلو وات ساعت برق مصرف کرده ایم.

محاسبه  این طرح  براساس  مصرفی  هزینة  آن  قانون  که طبق  باشد  تابعی   ،f کنید  1  فرض 

کنید. مشخص  را  تابع  این  دامنة  می شود. 

٢  جدول زیر را که رابطة بین برخی از مقادیر میزان مصرف برق و هزینة آن را نشان می دهد، 

کامل کنید.

مصرف برق در ماه )کیلو وات ساعت(500200100701050

هزینة برق مصرفی )تومان(120000

٣  اگر میزان مصرف برق در یک ماه را با x نشان دهیم، در هر یک از حالت های زیر، قانون )یا 

ضابطۀ( f  (x) را مشخص کنید.
 0≥ x >10 )الف

10≥ x >100 )ب
100≥x ≥500 )پ

٤  f   (37) و f   (120) هر یک چه معنایی دارند؟ مقادیر آنها را بیابید.



4

برای  داشت.  قانون های مختلفی  بازه های مختلف،  روی  بررسی کردیم که  را  تابعی  فعالیت  این  در 
یافتن مقدار این تابع در یک نقطه، ابتدا باید مشخص شود که آن نقطه در چه بازه ای قرار دارد. برای 
رسم نمودار این تابع باید نمودار آن را در بازه های مختلف با توجه به قانون آن بازه رسم کنیم و این 

نمودارها را با هم در نظر بگیریم. 
اگر دامنة تابعی از چند بازۀ جدا از هم تشکیل شده باشد و روی هر کدام از این بازه ها قانون جداگانه ای 
استفاده شده باشد، برای نوشتن قانون این تابع، هر کدام از این بازه ها را جداگانه می نویسیم و قانون تابع 
در آن بازه را روبه روی آن می نویسیم. برای مثال قانون تابع f در فعالیت )1( را به صورت زیر می نویسیم.

( )
x

f x x x

x x

                        ≤ <
=                    ≤ <
                   ≤ ≤

0 0 10
50 10 100
120 100 500

این شیوة تعریف، نشان می دهد که به ازای هر مقدار x در بازة ]500  ,0[ مقدار تابع در x تعریف 
می شود. پس، دامنة این تابع بازة ]500  ,0[ است. نمودار این تابع به شکل زیر است:

تابعی که مانند تابع فعالیت بالا باشد، تابع چندضابطه ای می نامند، زیرا ضابطه یا قانون آن در بازه های 
مختلف، متفاوت است.

برای رسم نمودار تابع های چند ضابطه ای، نمودار آنها را در بازه های مشخص شده رسم می کنیم و 
نمودارهای به دست آمده را هم زمان با هم در نظر می گیریم.

6000
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4000
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2500

2000

1500
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مثال 1 

تابع g با دامنة ]8 ,0[  را به صورت زیر درنظر بگیرید و نمودار آن را رسم کنید.

              
                   

( )
x x

g x
x

+ ≥ <
=  ≥ ≥

1 0 5
3 5 8

 رسم می کنیم، سپس قسمتی از آن را که در بازة )5 ,0[ قرار  ابتدا نمودار تابع x  +1 را در دامنة 
رسم می کنیم و  ثابت( را در دامنة تابع g  (x) =3 )تابع  دارد، در نظر می گیریم. همچنین نمودار 

قسمتی از آن را که در بازة ]8  ,5[ قرار دارد، در نظر می گیریم.

 -2      -1      0        1       2       3       4       5       6       7       8       9      10

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

مثال 2 

تابع f با دامنة ]5 ,3-[ را به صورت زیر در نظر بگیرید و نمودار آن را رسم کنید.

( )
x x

f x x x
x

 − − ≥ < −


= + − ≥ ≥
 < ≥

2 1 3 1
1 1 1

2 1 5

                
                  

                       

در بازه )1-,3-[، قانون تابع به صورت f  (x) =  x2-1 است. نمودار آن را در این بازه رسم می کنیم، برای 
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این منظور می‌توان نمودار تابع y   = x2 را 
 رسم کرد، یک واحد به پایین انتقال  در 
در  که  را  نمودار  از  بخشی  سپس  و  داد 
بازة )1-,3-[ است در نظر گرفت. در بازة 
 f    (x) = x  +11,1-[، قانون تابع، به صورت[
است و نمودار آن، قسمتی از یک خط است 
در  می کنیم.  رسم  بازه  این  در  را  آن  که 
 f    (x)  =2 بازة ]5  ,1(، قانون تابع به صورت
)تابع ثابت( است. نمودار آن را در این بازه 
رسم می کنیم. برای یافتن نقاط ابتدایی و 
در  را  تابع  مقدار  می توان  نمودار  انتهایی 

این نقاط محاسبه کرد.

مثال 3

نمودار تابع چند ضابطه ای زیر را رسم کنید. 

( )
x x

g x
x x

 − <= 
− + ≥

2

2
1 0

1 0

              

           

بازۀ  روی  تابع،  این  قانون  تابعاست.  این  دامنة 
)0,∞-( به صورت g   (x) =  x 2 -1 است. نمودار آن را 
در این بازه رسم می کنیم. قانون این تابع، روی بازه 
)∞+,0[ به صورت g   (x) =  -x 2 +1 است.نمودار آن را 

در این بازه رسم می کنیم.

7

6

5

4

3

2

1

-1

 -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       5       6      
x

y

     -3      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

5

4

3

2

1

-1

x

y

x

y
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کار در کلاس1

) را در نظر بگیرید. )
x x

f x x

x x

+                   − ≥ <
=                         ≥ <
− +                 ≥ ≥

1 2 1
3 1 4

2 4 7
1  تابع با قانون 

الف( دامنة تابع f را بنویسید.

ب( مقادیرf   (4) ، f   (2) ، f   (1) ، f   (-1) و f   (5)  را تعیین کنید.

پ( نمودار f را رسم کنید.

2  فرض کنید در محاسبة هزینة گاز 

دستورالعمل  طبق  خانگی،  مصرفی 
تابعی  قانون  و  دامنه  شود.  عمل  زیر 
که هزینة گاز مصرفی را بیان می‌کند، 
رسم  را  آن  نمودار  و  آورید  به دست 

. کنید

1ـ مصرف حداکثر تا حجم 5 متر مکعب، مجانی است.
2ـ مصرف حداکثر تا 50 متر مکعب، 5 مترمکعب آن مجانی و بقیه هر مترمکعب 200  تومان 

است.
3ـ مصرف حداکثر تا 100 متر مکعب، تا 50 متر مکعب آن طبق قانون قبلی و بقیة آن هر 

متر مکعب 300 تومان است.
4ـ مصرف بیش از 100 متر مکعب، گاز قطع می‌شود.
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مسائل
1  در زیر چهار تابع و سه نمودار داده شده است. مشخص کنید که هر نمودار مربوط به کدام 

تابع است؟

( ) x x x
f x

x x

 + +            <= 
− +                 ≥

2 1 2
1 2              

( )
x x

g x
x

− +                <
= −                      ≥

1 0
1 0

       	

( )
x x

h x
x x

−                <
=                   ≥

0
0               

( ) x x
k x

x x

                      <= 
− +                ≥

2 1
2 1 	

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

      -4      -3      -2      -1      0        1       2       3       4       

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

      -2               -1             0                  1               2  

3

2

1

-1

x

y
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2  نمودار زیر نمایش یک تابع چند ضابطه ای است. دامنه و قانون آن را بنویسید.

-4      -3      -2      -1     0        1       2      3       4       5     

6

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

x

y

) را در نظر بگیرید. )
x x

g x x

x x

−                 − ≥ <


= −                    =
− +              < ≥

2 3 1
2 1

3 1 5
3  تابع با قانون 

الف( دامنة تابع g را بنویسید.

ب( مقادیر g  (1) ،g   (-2) و g  (3) را به دست آورید.

پ( نمودار تابع g را رسم کنید.

4  نمودار تابع چند ضابطه ای زیر را رسم کنید.

( )

x x

f x x x

x x

 −                  ≥ −
= −                 − < <


−                  ≥

2

2

2

1 1

1 1 1

1 1
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5  گردشگری در شیراز برای خرید چند کارت پستال 

به مغازه رفت و تصمیم گرفت از یک نوع کارت، تعدادی 
خریداری کند. از این نوع کارت، 40 عدد موجود بود. 

این کارت ها طبق جدول زیر فروخته می شد. 

هزینهخرید

هر کارت 3 هزار تومانخرید حداکثر تا 10 کارت

خرید بیش از 10 کارت تا حداکثر 20 
کارت

10 کارت اول مطابق قانون قبلی و مازاد بر 10 کارت، هر 
کارت 2 هزار تومان

20 کارت اول مطابق قانون قبلی و مازاد بر 20 کارت، هر خرید بیش از 20 کارت
کارت 1 هزار تومان

هزینة پرداخت شده توسط گردشگر، تابعی از تعداد کارت های خریداری شده است.
را  تابع  این  قانون  و  دامنه  می کند،  خریداری  گردشگر  این  که  باشد  کارت‌هایی  تعداد   x اگر 

آورید. به دست 
الف( نمودار آن را رسم کنید.

ب( هزینۀ خرید 14 کارت چقدر است؟
پ( هزینۀ خرید 23 کارت چقدر است؟

6  برخی بیماران مبتلا به دیابت، برای کنترل قند 

خون، از انسولین استفاده می‌کنند. سه ساعت پس 
به  خون  قند  روی  انسولین  تأثیر  دارو،  دریافت  از 
حداکثر می‌رسد. پس از این زمان، این تأثیرگذاری تا 
ثابت می‌ماند، سپس کاهش پیدا  پنج ساعت تقریباً 
می‌کند و تا هنگام نوبت تزریق بعدی ثابت می‌ماند.
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سطح انسولین در یک بیمار را می‌توان با تابع زیر مدل سازی کرد. در اینجا، f  (t) نشان دهندة 
سطح انسولین t ساعت پس از تزریق انسولین است.

( )

+             ≥ ≥
                        < ≥= − +             < ≥
                       < ≥

40 100 0 3
220 3 8
80 860 8 10

60 10 24

t t

t
f t

t t

t 	

اگر بیمار، انسولین را در ساعت 7 صبح دریافت کند، سطح انسولین خون او را در هر یک از 
پیدا کنید. زیر  زمان‌های 

ب(11 صبح 		 الف( 8 صبح	           
ت(6 بعدازظهر 		 پ(4 بعدازظهر 	 

7  تابعی دو ضابطه ای با دامنۀ ]2 , 2-[ مثال بزنید که نمودار آن از دو پاره خط تشکیل شده 

باشد.

به صورت  را  روزمره  زندگی  در  وضعیتی   8

تابعی سه ضابطه ای توصیف کنید که نمودار آن 
به صورت روبه رو باشد.

9  دولت هزینة مصرف برق خانگی مناطق مختلف کشور را متفاوت محاسبه می‌کند. با استفاده 

از اطلاعات منطقه‌ای از کشور که در آن زندگی می‌کنید، تابعی معرفی کنید که هزینة مصرف 
برق برحسب میزان مصرف برق در ماه را درمنطقة شما بیان کند. سپس نمودار آن را رسم کنید.

-2      -1     0        1       2      3       4       5      6    

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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2ـ تابع های مثلثاتی

مجید در فکر حرکت چرخ   و  فلک شهر بازی پارسال بود. 
او یاد گرفته بود که چگونه طول مسیر طی شده توسط 
یکی از کابین های چرخ   و  فلک را برحسب زاویة چرخش 
محاسبه کند، اما می‌خواست بداند که چگونه می‏تواند 
از سطح زمین محاسبه  را در هر لحظه  ارتفاع کابین 
کند. او با خود گفت: وقتی زاویة چرخش کابین مشخص 
باشد، موقعیت کابین کاملاً مشخص است؛ پس ارتفاع 
آن از سطح زمین نیز مشخص می‌شود. بنابراین می‌توان 
ارتفاع کابین را برحسب زاویة چرخش به دست آورد. 

مجید فکر خود را در کلاس درس ریاضی مطرح کرد و در مورد درستی آن پرسید. 
دبیر گفت: بله، حتماً می توان ارتفاع کابین از سطح زمین را برحسب زاویة چرخش کابین به دست آورد. 

سعیدگفت: در این صورت، آیا می‌توانیم نتیجه بگیریم، ارتفاع کابین از سطح زمین، تابعی از زاویة چرخش 
آن است؟

دبیر گفت: بله، اگر به تعریف تابع دقت کنیم، وقتی می گوییم کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( است، یعنی 
با مشخص شدن مقداری برای کمیت )الف(، مقدار کمیت )ب( نیز دقیقاً مشخص می شود. چون با مشخص 
از  کابین  ارتفاع  بگوییم که  نیز دقیقاً مشخص می‌شود، می‌توانیم  ارتفاع آن  کابین،  زاویة چرخش  شدن 

سطح زمین تابعی از زاویة چرخش آن است.
سعید گفت: ولی قانون این تابع و دامنة آن چیست؟

دبیر گفت: برای به دست آوردن قانون این تابع، انجام فعالیت زیر می تواند به شما کمک کند.

متر   10 چرخ   و  فلکی  دایرة  شعاع  کنید  فرض 
باشد. برای سادگی محاسبه، نقطة شروع حرکت 
کابین را در ارتفاع 10 متری از سطح زمین طبق 
مقدار   .)A )نقطه  بگیرید  نظر  در  روبه رو  شکل 
ارتفاع  و   x با  را  رادیان  برحسب  چرخش  زاویة 
کابین از سطح زمین برحسب متر را با h نشان 

دهید. 

فعالیت 2

1  ارتفاع کابین را وقتی زاویة چرخش صفر است، پیدا کنید.

٢  در مثلث قائم الزاویة OCB طول پاره خط BC را برحسب sin x بنویسید.

٣  قانون تابعی که h را برحسب زاویة تند x بیان می کند، بنویسید. 

٤  یک زاویة باز دلخواه مانند x در شکل زیر در نظر بگیرید و درستی رابطة بین x و h را که 

در بند )3( به دست آوردید، در این حالت بررسی کنید.

O

A

B

H

C

در فعالیت )2( دیده می شود که ارتفاع کابین برحسب زاویة چرخش، در حالتی که نقطة متناظر زاویة 
چرخش در ربع اول و دوم قرار داشته باشد، به صورت h  =10+10sin x است. برای سایر زاویه های 

چرخش )ربع سوم و چهارم( نیز می‌توان نشان داد که این تساوی برقرار است.
 h و x اگر چرخ وفلک بیش از یک دور در جهت مثبت یا در جهت منفی بچرخد، باز هم رابطة بین
به همین صورت برقرار است، زیرا نسبت های مثلثاتی یک زاویه فقط به مکان نقطۀ متناظر آن روی 

دایره بستگی دارد.

سعید گفت: پس، تابع با قانون f  (x) =10+10sin x، ارتفاع کابین چرخ و فلک را برحسب زاویة چرخش 
آن به دست می دهد. اما دامنة این تابع چیست؟

دبیر گفت: دامنة این تابع بستگی به آن دارد که این کابین از شروع تا پایان حرکت چند دور می زند. برای 
مثال، اگر چرخ وفلک 3 دور بزند، زاویه های چرخش )برحسب رادیان( از صفر تا 2π×3 خواهند بود و دامنة 

این تابع، بازۀ ]π 6  ,0[ است.

زاویه  مثلثاتی آن  از نسبت های  آنها  قانون  و در  زاویه است  آنها  تابع هایی که متغیر  به  اشاره  برای 
تابع های  تابع های مثلثاتی استفاده می شود. طبق قرارداد، در  از اصطلاح  استفاده می شود، معمولاً 

گرفته می شود. نظر  در  رادیان  برحسب  )زاویه( همواره  متغیر  مثلثاتی،  O A

10

10 x
C

O
A

H

h

B

سطح زمین
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1  ارتفاع کابین را وقتی زاویة چرخش صفر است، پیدا کنید.

٢  در مثلث قائم الزاویة OCB طول پاره خط BC را برحسب sin x بنویسید.

٣  قانون تابعی که h را برحسب زاویة تند x بیان می کند، بنویسید. 

٤  یک زاویة باز دلخواه مانند x در شکل زیر در نظر بگیرید و درستی رابطة بین x و h را که 

در بند )3( به دست آوردید، در این حالت بررسی کنید.

O

A

B

H

C

10

x

C O
A

H

B

سطح زمین

در فعالیت )2( دیده می شود که ارتفاع کابین برحسب زاویة چرخش، در حالتی که نقطة متناظر زاویة 
چرخش در ربع اول و دوم قرار داشته باشد، به صورت h  =10+10sin x است. برای سایر زاویه های 

چرخش )ربع سوم و چهارم( نیز می‌توان نشان داد که این تساوی برقرار است.
 h و x اگر چرخ وفلک بیش از یک دور در جهت مثبت یا در جهت منفی بچرخد، باز هم رابطة بین
به همین صورت برقرار است، زیرا نسبت های مثلثاتی یک زاویه فقط به مکان نقطۀ متناظر آن روی 

دایره بستگی دارد.

سعید گفت: پس، تابع با قانون f  (x) =10+10sin x، ارتفاع کابین چرخ و فلک را برحسب زاویة چرخش 
آن به دست می دهد. اما دامنة این تابع چیست؟

دبیر گفت: دامنة این تابع بستگی به آن دارد که این کابین از شروع تا پایان حرکت چند دور می زند. برای 
مثال، اگر چرخ وفلک 3 دور بزند، زاویه های چرخش )برحسب رادیان( از صفر تا 2π×3 خواهند بود و دامنة 

این تابع، بازۀ ]π 6  ,0[ است.

زاویه  مثلثاتی آن  از نسبت های  آنها  قانون  و در  زاویه است  آنها  تابع هایی که متغیر  به  اشاره  برای 
تابع های  تابع های مثلثاتی استفاده می شود. طبق قرارداد، در  از اصطلاح  استفاده می شود، معمولاً 

گرفته می شود. نظر  در  رادیان  برحسب  )زاویه( همواره  متغیر  مثلثاتی،  O A

10

گفتگو



14

مثال 4 

، را در نظر بگیرید و مقادیر f   (1) و f   (-3) و  تابع مثلثاتی f  (x) =  sin x   + cosx با دامنة

) را به دست آورید.  )f
π
6

مقادیر x برحسب رادیان هستند. در محاسبة f   (1) مقدارx   = 1  نشان دهندة زاویة 1 رادیان است. به 
کمک ماشین حساب نتیجه می شود: 

f   (1) =  sin1+  cos1  ≈1/38

همچنین در محاسبة f   (-3) مقدار x   =   -3 نشان دهندة زاویة 3- رادیان است. به کمک ماشین حساب 
نتیجه می شود: 

( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) /f − = − + − = − + ≈ −3 3 3 3 3 1 13

داریم:
 

( )f
π
6  

		برای محاسبة

( ) sin cosf
π π π +

= + = + =
1 3 1 3

6 6 6 2 2 2

کار در کلاس2
تابع f  (x) =10+10sin x ارتفاع کابین چرخ وفلکی را برحسب زاویة چرخش آن ) x برحسب 

رادیان( نشان می‌دهد. این چرخ وفلک 5 دور چرخیده است. 
الف( دامنة این تابع را بنویسید.

) چه چیزی را نشان می‌دهد؟ این مقدار را بیابید. )f
π
6 ب( 

پ( به ازای چه زاویه‌هایی، کابین در پایین‌ترین نقطه قرار دارد؟

را بیابید. در این حالت، وضعیت کابین از لحاظ ارتفاع چگونه است؟ ( )f
π
2 ت( 

تابع با قانون f  (x) =  sin x یکی از ساده‌ترین تابع های مثلثاتی است. دامنة این تابع می تواند هر بازه ای 
از اعداد حقیقی باشد، زیرا x زاویة چرخش است و زاویة چرخش، هر عدد حقیقی می تواند باشد. در 
 x فعالیت صفحۀ بعد تغییرات مقادیر این تابع را در یک دامنة داده شده، برحسب تغییرات متغیر

بررسی می کنیم.
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متحرکی را روی نقطۀ A از دایرة مثلثاتی زیر در نظر 
بگیرید که دایره را یک دور طی می کند.

را  چرخش  )زاویة  کنید  کامل  را  زیر  جملات    1

برحسب رادیان در نظر بگیرید(.
نشان   x با  را  متحرک  این  زاویة چرخش  اگر  الف( 

دهیم، x از ......تا ...... تغییر می کند.
π2 افزایش می یابد، sin x از  ب( وقتی x از صفر تا

....... تا ........ )افزایش/ کاهش( می یابد. 

π2 تا π افزایش می یابد، sin x از ....... تا ........ )افزایش/ کاهش( می یابد. پ( وقتی x از 

π3 افزایش می یابد، sin x از ....... تا ........ )افزایش/ کاهش( می یابد.
2 ت( وقتی x از π تا 

π3 تا 2π افزایش می یابد، sin x از ....... تا ........ )افزایش/ کاهش( می یابد.
2 ث( وقتی x از 

٢  با توجه به نتایج به دست آمده در بالا، جدول زیر را کامل کنید. افزایش یا کاهش مقادیر تابع 

را با فلش نمایش دهید )دو مورد در جدول مشخص شده است(.

x 0 π
6

π
2

π2
3

π π5
4

π3
2

π7
4 2π

sin x

٣  با مشخص کردن نقاط جدول در دستگاه مختصات زیر، نمودار تابع با قانون   f  (x) =sin x را 

در دامنة ]0,2π[ به طور تقریبی رسم کنید.

فعالیت 3

O

sin x

A

1

-1

x

y

π3
2

π7
2

π5
4

π
2

π
6

π π23π
4

0
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شکل زیر نمودار تابع sin x را با دامنة ]0,2π[ نشان می دهد.

 -1   -0/5    0     0/5      1     1/5     2     2/5     3     3/5     4     4/5    5      5/5     6

1/5

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

x

y

3/14 6/28

توجه داشته باشید که مقادیر x روی محور طول ها، اندازة زاویه‌ها برحسب رادیان است. برای مثال، 
 ]0,2π[ 2 رادیان تقریباً 6/28 رادیان است؛ بنابراین دامنةπ رادیان یعنی تقریباً 3/14 رادیان و π

تقریباً همان ]6/28   ,0[ است.
با ادامة حرکت، پس از یک دور کامل روی دایرة مثلثاتی، تغییرات سینوس زاویة چرخش در بازة 
]2π,4π[، همانند تغییرات آن در بازة ]0,2π[ است. زیرا اگر به زاویه‌‌ای مضرب صحیحی از 2π را 
اضافه یا از آن کم کنیم، نسبت‌های مثلثاتی آن تغییر نمی‌کنند. بنابراین، نمودار این تابع در بازه های 
دیگر، مانند ...، ]2π  ,  0[ ،  ]2π  ,  4π[ ،  ]4π  ,  6π-[  ، ... ، مشابه نمودار این تابع در بازة ]0,2π[ است.

اندازة مضارب صحیح  به  را  بالا  نمودار  بازه های دیگر، می توان  در  تابع  این  نمودار  برای رسم  پس، 
2π  ≈  6 /28 به چپ یا راست منتقل کرد. برای مثال، نمودار f  (x) = sin x در بازة ]2π,4π[ به صورت 

زیر است:

  0        1       2      3       4       5       6      7       8       9      10    11     12    13     14   

1

-1

x

y

/π≈2 6 28 /π≈4 12 56

)برحسب رادیان(
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نمودار f  (x) =sin x در بازة ]2π,0-[ به صورت زیر است:

    -6/5    -6    -5/5    -5    -4/5    -4    -3/5     -3    -2/5    -2    -1/5    -1    -0/5

1

0/5

-0/5

-1

x

y

به صورت زیر است. بنابراین، نمودار f  (x) =  sin x در

2

-2

x

y

هر نقطه از نمودار بالا متناظر یک زاویة چرخش روی دایرة مثلثاتی است. برای مثال، در شکل زیر، 

π با نقطة متناظر آنها روی نمودار تابع sin x مشخص شده است.
π +

32 4
π
π و 6

π +
32 4

π
6 دو زاویة چرخش 

O
x

y

O
x

y

π
6

π11
4
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مثال 5 

نمودار تابع g  (x) =  cosx را در دامنة ]0,2π[ رسم کنید.

چگونگی تغییرات مقدار cosx برحسب x، مشابه تغییرات sin x برحسب x است. 
 x از 1 تا 1- کاهش می یابد. سپس، با تغییر cosx مشاهده می شود که مقدار π از صفر تا x با تغییر
]0,2π[ را در دامنة cosx از 1- تا 1 افزایش می یابد. شکل زیر، نمودار تابع cosx 2 مقدارπ تا π از

نشان می دهد.

O

A

x
-1 1

cos x -1     0        1       2       3       4      5       6       7       

2

1

-1

-2

x

y

از یک دور کامل روی دایره  ادامۀ حرکت نقطه A )پس  از 2πرادیان( و  افزایش مقادیر x )بیش  با 
مثلثاتی(، مانند سینوس، تغییرات cosx در بازۀ ]2π,4π[ مشابه تغییرات آن در بازه ]0,2π[ است. 
زیرا اگر به زاویه‌‌ای مضرب صحیحی از 2π را اضافه یا از آن کم کنیم، نسبت‌های مثلثاتی آن تغییر 
 ، ... ،  ]-2π  ,  0[ ،  ]2π  ,  4π[ ،  ]4π  ,  6π[ ،... در بازه های دیگر، مانند cosx نمی‌کنند. بنابراین، نمودار تابع
همان انتقال یافتة نمودار تابع cosx در بازه ]0,2π[ است. پس، برای رسم نمودار تابع cosx در بازه های 
دیگر، می توان نمودار این تابع در بازه ]0,2π[ را به اندازة مضارب صحیح 2π ≈ 6/28 به چپ یا راست 

منتقل کرد. 
برای مثال، نمودار cosx در بازه ]2π,4π[ به صورت زیر است:

  0        1       2      3       4       5       6      7       8       9      10    11     12    13     14   

1

-1

x

y
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همچنین، نمودار cosx در بازة ]2π,0-[ به صورت زیر است:

       -6/5    -6    -5/5    -5    -4/5    -4    -3/5     -3    -2/5    -2    -1/5    -1   -0/5  

1/5

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

x

y

به شکل زیر است: بنابراین، نمودار تابع g  (x) =  cosx در

2

-2

x

y

-12    -10     -8      -6     -4      -2      0        2       4      6       8      10     

هر نقطه از این نمودار، متناظر یک زاویة چرخش روی دایرة مثلثاتی است. برای مثال، در شکل زیر 
π5 با نقطة متناظر آنها روی نمودار تابع cosx مشخص شده است.

4 π4 و  دو زاویة چرخش 

O

A

B

x

y

1

-1

x

y

A

B

π
4

π5
4
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مثال 6

را در نظر بگیرید. مقدار این تابع در نقطة x با ضرب 2 در  تابع مثلثاتی h (x) =  2sin x با دامنة
sin x حاصل می شود. نمودار این تابع و تابع sin x با هم در شکل زیر رسم شده اند. 

     -4      -3      -2      -1     0        1       2      3       4       5       6      7       8       9      10

2

1

-1

-2

x

y

2sinx

sinx

همان طور که در شکل دیده می شود، عرض نقاط نمودار تابع 2sin x با ضرب 2 در عرض نقاط نمودار 
تابع sin x به دست می آیند.

مثال 7

تابع های sin(2x) و 2sin x را در بازة ]0,2π[ رسم کنید و تفاوت آنها را توضیح دهید. 

نمودار این دو تابع را در این بازه به کمک جئوجبرا رسم می کنیم.

 -1   -0/5    0     0/5      1     1/5     2     2/5     3     3/5     4     4/5    5      5/5     6     6/5     7

2

1/5

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

-2

x

y

sinx2

sin( x)2

همان طور که مشاهده می شود این دو تابع تفاوت های مهمی با هم دارند و با هم مساوی نیستند. مقادیر 
تابع sin x  2 از 2 تا 2- تغییر می کنند ولی مقادیر تابع sin(2x) از 1 تا 1- تغییر می کنند. در بازة 

]π,2π[ نمودار تابع sin x  2 در بازۀ ]π, 0[ تکرار نمی شود ولی نمودار تابع sin(2x) تکرار می شود.
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مثال 8

را در نظر بگیرید. برای رسم نمودار این تابع، ابتدا نمودار  تابع مثلثاتی f  (x) =  3+ sin x با دامنة
sin x را رسم می‌کنیم. سپس با انتقال این نمودار به اندازة 3 واحد به بالا نمودار تابع f به دست می آید. 

4

2

-2

x

y

  -8      -6      -4      -2     0        2       4       6      8        

مثال 9

تابع مثلثاتی f  (x) = 10+10sin x را که در فعالیت )2( به دست آمده است، در نظر بگیرید. برای رسم 
نمودار این تابع، ابتدا نمودار 10sin x را رسم می کنیم که به شکل زیر در می آید. 

-40   -35    -30    -25    -20    -15    -10    -5     0        5      10    15     20    25      30    35     40 

10

5

-5

-10

x

y

سپس، انتقال این نمودار به اندازة 10 واحد به بالا، نمودار تابع f  (x) = 10+10sin x را می سازد. 
نمودار این تابع با دامنة ]π  6   ,0[ به شکل زیر است. نقاط متناظر در دو حالت از چرخ و فلک در نمودار 

نشان داده شده است.

      -5      0         5        10       15      20    

20

15

10

5

-5

x

y

A

B

O

A

O

B
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 ]0,  6π[ را که در فعالیت )2( به دست آمده است، با دامنة f   (x) =10+10sin x 1  نمودار تابع

در نظر بگیرید.

کار در کلاس3

الف( هر یک از نقاط D ،C ،B و E روی نمودار، متناظر کدام زاویة چرخش است؟ مکان کابین 
روی چرخ وفلک را در هر کدام از این چهار نقطه مشخص کنید.

ب( نقطه‌ای را روی نمودار مشخص کنید که نشان می دهد کابین یک دور چرخیده است. 

پ( به ازای چه مقادیری از زاویة چرخش در دامنۀ تابع، کابین در پایین ترین نقطه است؟

ت( به ازای چه مقادیری از زاویة چرخش در دامنۀ تابع، کابین در بالاترین نقطه است؟

در نظر بگیرید.  2  نمودارهای تابع های f  (x) =  sin x و g  (x) =  cosx را با دامنة

الف( آیا می توان با انتقال یکی به چپ یا راست، دیگری را به دست آورد؟ مقدار این انتقال چقدر 
است؟

ب( چه شباهت هایی بین این دو نمودار می بینید؟

      -5      0          5        10      15      20    

20

15

10

5

-5

x

y

C

D

E

B
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مسائل
) و u  (3π) را  )u

π
6 ، مقادیر u (2) و 1 برای تابع )u  (x)  = 4sin x  -3 cosx   )2x با دامنة

به دست آورید. )در صورت نیاز از ماشین حساب استفاده کنید.(

٢  سه تابع f   (x) = 3cosx و g  (x) = cosx  +2 وh  (x) = 3cosx -2 را با دامنة ]0,2π[ در 

نظر بگیرید.
الف( نمودار هر یک از این تابع ها را به همراه نمودار تابع cosx در دامنة ]0,2π[ رسم کنید. 

ب( با توجه به نمودارهای به دست آمده توضیح دهید که نمودار این تابع ها چگونه از روی نمودار 
تابع cosx به دست می آید.

 )به کمک جئوجبرا(  دامنة  با   2sin x  .cos  x و   sin(2x) تابع  دو  نمودارهای  رسم  با    ٣

درستی تساوی sin(2x)  =  2sin  x .cos  x را بررسی کنید.

٤  به کمک نمودار تابع f   (x) =    cosx با دامنة ]0,2π[، جواب های معادلۀ cosx =0 را در 

بازة ]0,2π[ به دست آورید. 

در نظر بگیرید. سه زاویۀ دلخواه  ) را با دامنة ) sin( )π= + 2g x x ٥  دو تابع f   (x) =   cosx و 

برای x در نظر بگیرید و درستی تساوی f   (x) = g  (x) را بررسی کنید. به کمک رسم نمودار این دو 

تابع )با جئوجبرا( تحقیق کنید که آیا تساوی f   (x) = g  (x) به ازای هر مقدار x برقرار است؟
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ايران در سال 1390 كي فعالیت 4 از شهرهاي  كيي  جمعيت 
ميليون نفر بوده است و نرخ رشد سالانة جمعيت آن 

شهر 2 درصد است.
1  جمعيت شهر در پايان اولين سال چند برابر خواهد 

شد؟

٢  در جدول مقابل در هر مستطیل، كي عدد توان دار 

هر  پايان  در  را  شهر  جمعيت  كه  دهید  قرار  مناسب 
سال برحسب ميليون نفر نشان بدهد.

٣  اگر f  (x) جمعيت شهر، در پایان سال x باشد و 

رشد سالانة جمعيت اين شهر تا 20 سال با 2 درصد 
ادامه يابد، ضابطه و دامنة تابع f را بنويسيد.

شمارة سال جمعيت برحسب 
ميليون نفر

1

2 )1/02(2

3

4

.  .  .

.  .  .

x

.  .  . .  .  .

20

3ـ تابع نمايي

با  تلويزيوني  برنامة  كي  مشاهدة  حال  در  حسن 
بر  آن  تأثير  و  جمعيت  تغييرات  »  ميزگرد  عنوان 
توسعة پايدار« بود. سخنان كيي از شركتك نندگان 
در ميزگرد توجه او را جلب كرد. اين شركتك ننده 
ضمن بيان تأثير تغييرات جمعيت بر رشد و توسعة 
اقتصادي، به تغيير جمعيت كشور در طي سال هاي 
با پيش بيني ميزان  او  1390 تا 1395 اشاره کرد. 
براي  پيشنهادهايي  آينده،  سال هاي  در  جمعيت 

برنامه ريزي مناسب جهت ايجاد اشتغال، تأمین بهداشت و درمان عمومي و غیره مطرح می کرد.
حسن علاقه مند بود بداند كه نحوة پيش بيني مقدار جمعيت در سال هاي آينده به چه صورت است. مجري 
برنامه چند بار از مدل رياضي رشد جمعيت صحبت كرده بود. او به خاطر آورد كه دبیر رياضي گفته بود: 
داد.  قرار  تحليل  و  تجزيه  مورد  را  آنها  و  كرد  مدل سازي  رياضي  كمك  به  مي توان  را  طبيعي  پديده هاي 
بنابراين تصميم گرفت كه سؤال خود را با دبیر رياضي مطرح كند. دبیر با شنيدن سؤال حسن، ضمن ابراز 
استفاده  تابع  نوعي  از  زمان  طول  در  جمعيت  تغييرات  نمايش  براي  گفت:  سؤال،  اين  طرح  از  خوشحالي 

مي شود كه در جلسات آينده به آن خواهيم پرداخت. او در روز مورد نظر فعاليت زير را مطرح كرد.
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در فعالیت صفحۀ قبل تغییرات جمعیت شهری را بررسی کردید که سالانه 2 درصد افزایش جمعیت 
داشت. یعنی، جمعیت این شهر هر سال 1/02 برابر می شود. جمعیت این شهر از سال 1390 به بعد، 
پس از x سال به صورت تابع با قانون f    (x) = (1/02)x )برحسب میلیون نفر( است. قانون این تابع 
برای 20 سال و در پایان هر سال معتبر است، بنابراین دامنة تابع، {20,...,1,2} است. قانون این 
تابع به صورت كي عبارت توان دار است كه متغير در توان آن است. اين گونه تابع ها را تابع نمايي 

مي نامند.
با توجه به اینكه در توان رسانی به توان اعداد حقیقی دلخواه، پایه همواره مثبت است و توان هر عددی 

باشد. می تواند باشد، بنابراین دامنة یک تابع با قانونax, (a>0) ، می تواند هر زیر مجموعه ای از

تعریف
تابع نمایی

براي یک عدد حقيقيِ مثبتِ a که a ≠ 1 ، تابع هايي با قانون f    (x) =ax را كه دامنة آن مي تواند 
 باشد، تابع نمايي با پاية a مي نامند. هر زير مجموعه ای از

همچنین، تابع های با قانون f    (x) =  kax ، (k ≠ 0) نیز تابع نمایی نامیده می شوند.

کار در کلاس4

مثال 10

كي تابع نمايي است. در اين تابع داريم: تابع f   (x) =4x  با دامنة

( ) , ( ) , ( ) , ( ) −= = = =       = = =       − = =
1

2 121 12 4 16 0 4 1 4 4 2 1 42 4
f f f f 	

 را در نظر بگیرید، مقادير زير را به دست آوريد و در صورت امكان  تابع  f   (x) =5×2x با دامنة 
ساده كنيد.

( )1
3f ب( f   (0) 	      پ( f   (-1) 	            ت(  		  f   (2) )الف

تابع های نمایی ویژگی های مشترک و رفتارهای خاصی دارند. براي آشنايي بيشتر با خواص و ويژگي هاي 
تابع های نمایی، فعاليت صفحه بعد را انجام دهید.
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فعالیت 5

رفتاری  دامنة با   f   (x) = 3x تابع  می دهد  نشان  بالا  فعاليت 
افزایشی دارد، یعنی با افزایش مقدار x مقدار f   (x) نیز افزایش 
می یابد. میزان افزایش مقادیر تابع به گونه ای است که با 1 واحد 
افزایش x، مقدار f   (x +1) سه برابر  f   (x) می شود. نمودار این 

تابع به شکل روبه رو است. 

-12      -10    -8      -6      -4      -2     0        2       4       6      8      10     12    14    

10

8

6

4

2

-2

-4

x

y

 -9      -8      -7     -6      -5      -4      -3      -2      -1     0        1       2            

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y

در نظر بگيريد و سپس جدول زير را کامل كنيد. تابع f   (x) =3x را با دامنة

2/1210-1-2-3x

.........1.........3x

١  با افزودن1 واحد به مقدار x، مقدار f   (x    +1) چند برابر f   (x) خواهد شد؟

٢  با افزايش مقدار x، مقدار تابع چه تغييري ميك ند )افزایش می یابد/ کاهش می یابد(؟ 

٣  نقاطی از نمودار تابع را که در جدول به دست آورده اید، در صفحۀ مختصات زیر مشخص كنید 

و به كمك آنها نمودار تقريبي تابع را رسم كنيد.
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 -1   -0/5    0     0/5      1     1/5     2     2/5     3     3/5     

2

1/5

1

0/5

-0/5

x

y

در مثال زير رفتار كيي ديگر از اين گونه تابع ها را بررسي ميك نيم. در اين مثال پاية تابع نمايي، عددی 
بزرگ تر از 1 است.

مثال 11

 است.  با دامنة ( ) ( )=
3
2

xf x جدول زير مربوط به تابع

43210-1x

81
16

27
8

9
4

3
21

2
3

( )x3
2

×          ×           ×
3 3 3
2 2 2

32 برابر )1/5 برابر( خواهد  ، ( )3
2

x جدول نشان می دهد با افزودن 1 واحد به متغیر x، مقدار تابع یعنی
شد. نمودار اين تابع به شكل زیر است.

 محور yها را قطع ميك ند و بالای محور طول ها واقع است؛ زیرا مقادیر تابع   
 

0
1

نمودار اين تابع در نقطة 

32 مانند یافتن مقدار  همواره مثبت است. یکی از موارد استفاده از این نمودار، یافتن برخی از توان های 

( است. این محاسبه بدون استفاده از ماشین حساب به سادگی امکان پذیر  ( / )
1
21 5 1/ )یعنی  5 تقريبي 

 . / /≈1 5 1 1/ تقریباً 1/22 است؛ یعنی: 22 5 نیست. با استفاده از نمودار می توان دید مقدار 
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مثال 12

13 است. جدول زیر مقادیر تابع به ازای برخی  كي تابع نمايي با پایة  ) با دامنة ) ( )=
1
3

xf x تابع 

از مقادیر x را نشان می دهد:

3210-1-2x

1
27

1
9

1
3139( ) ( )xf x =

1
3

         

 ×
1
3

        

 ×
1
3

       

 ×
1
3

         

 ×
1
3

        

 ×
1
3

13 برابر   ، f   (x) مقدار ،x با افزودن 1 واحد به متغير

خواهد شد. بنابراین  f   (x) كاهش می یابد. نمودار 
اين تابع به صورت روبه رو است.

 محور yها را قطع ميك ند و بالای محور xها واقع است؛ زیرا مقادیر   
 

0
1

نمودار اين تابع در نقطة 
تابع همواره مثبت است.

با توجه به مثال هایی که از تابع های نمایی بررسی کردیم، دربارة رفتار این تابع ها مي توان گفت:
، با افزودن 1 واحد به متغير x، مقدار a ، f    (x) برابر خواهد شد.  در تابع نمايي f    (x) =  ax با دامنة
اگر a>1، با افزايش مقدار x، مقدار f    (x) افزايش خواهد يافت و اگر a  <1>0، با افزايش مقدار x، مقدار 
f    (x) كاهش خواهد يافت. نمودار این گونه تابع ها همواره در بالای محور xها واقع است زیرا هر توانی از 

. f  )0( = a 0=1 می گذرد؛ زیرا   
 

0
1

یک عدد مثبت، عددی مثبت است. نمودار این تابع از نقطة

 -1   -0/5    0     0/5      1     1/5     2     2/5     3     3/5

2

1/5

1

0/5

-0/5

x

y
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مثال 13

بانک،  یک  سالانة  سود  نرخ  داشتن  با 
مقدار پس انداز هر فرد در پایان هر سال 

چگونه به دست می آید؟
فرض کنید نرخ سود سالانة اعلام شده توسط كيي 
از بان كها 10 درصد باشد و فردی 8 ميليون تومان 
در اين بانك سپرده گذاري كرده باشد. بنابراین، 

 /× = ×
108 8 0 1100

اول  سال  پایان  در 
میلیون تومان به این فرد سود تعلق می گیرد 

و این سود، به موجودی او اضافه می شود. بنابراین، این فرد در پایان سال اول 0/1×  8  +  8 یعنی )1+0/1(8 
میلیون تومان پس انداز خواهد داشت.

دوم  سال  پایان  در  است،  تومان  میلیون   8)1 +0/1( اول  سال  پایان  در  او  موجودی  که  آنجا  از 
0/1×   )0/1 + 1(8 تومان سود به این فرد تعلق می گیرد. بنابراین، پس انداز این فرد در پایان سال دوم 

به شکل زیر محاسبه می شود.
8)1+0/1( +  8)1+0/1( ×0/1  = 8)1+0/1()1+0/1( =  8)1+0/1(2

آن 3)1+0/1(8  مقدار  پایان سال سوم محاسبه کنیم،  در  را  فرد  این  با همین شیوه، پس انداز  اگر 
میلیون تومان خواهد بود. اگر این وضعیت تا سال n امُ ادامه داشته باشد، مقدار پس انداز در پایان سال

n امُ برابرn  )0/1+1(8 خواهد شد.

كار با ماشين حساب 
با استفاده از ماشین حساب مقدار پس‌انداز فردی 
را که 8 میلیون تومان در این بانک سپرده گذاری 
میلیون  برحسب  پایان سال سوم  در  است،  کرده 

تومان محاسبه کنید:



30

)Napier(عدد نپر
عدد نپر، عددی خاص در ریاضی است که نقش مهمی در تابع های نمایی ایفا می کند. اولین 
برنولی  داد.  انجام  آن  با  را  کارها  بیشترین   )Euler(اویلر ولی  کرد  معرفی  را  عدد  این  نپر  بار 

برد. این عدد پی  به  به هنگام کار در زمینۀ سود مركب  نیز   )Bernoulli(
برنولی فرض کرد اگر 1 ميليون تومان سرمايه را در بانكي پس انداز کنید كه در پايان سال 100 
درصد سود پرداخت كند، در اين صورت پس انداز شما پس از 1 سال 2= )1+1( ميليون تومان 
خواهد بود. اگر بانك تصميم بگيرد درصد سود را نصف کند و به جای آن هر شش ماه یک 

) ميليون تومان  )+ 211 2
بار سود پرداخت کند، در این حالت، مقدار پس انداز در آخر سال برابر

1003 درصد سود را محاسبه کند و به  )يعني 2/25 ميليون تومان( خواهد بود. اگر بانک با نرخ 

13 سال )چهار ماه( سود پرداخت کند، در این حالت، مقدار پس انداز در آخر سال  جای آن هر

) ميليون تومان )تقريباً 2/370( خواهد بود. به همین ترتیب اگر ادامه دهیم و  )+ 311 3 برابر 

 سال سود پرداخت کند، در 
n
1  درصد سود را محاسبه کند و به جای آن هر 

n
بانک با نرخ 100

) ميليون تومان خواهد شد. با ادامه این  )+
11 n
n

این حالت، مقدار پس انداز در آخر سال برابر

روند، سود محاسبه شده در پایان سال در حال افزایش است، ولی از مقدار خاصی بیشتر نخواهد 
.e ≈  2/7182 .نشان مي دهند e شد. این مقدار خاص همان عدد نپر است. این عدد را با

1  دو جدول زير نقاطی از صفحة مختصات را مشخص می کنند. تعیین کنید نقاط نمایش داده 

شده در کدام جدول می توانند نقاطی از نمودار یک تابع نمایی باشند. دلیل خود را بیان کنید و 
در هر کدام قانون تابعی را بنویسید که نقاط جدول می توانند روی نمودار آن قرار گیرند.

						  ب( 	     الف(
  

43210x

1713951y

کار در کلاس5

43210x

256641641y

خواندنی
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2  در هر كدام از نمودارهاي زير نوع تابع )تابع نمایی، تابع خطی، تابع درجه دوم( را مشخص كنيد. 

اگر تابع نمایی باشد، آیا پایه بین صفر و یک است یا بزرگ تر از یک؟

)ب()الف(  

 )ت(
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خواندنی
استهلاک

گذر  نظیر  عواملی  اثر  بر  ثابت  دارایی  یک  ارزش  کاهش  اقتصادی،  مهم  پدیده های  از  یکی 
مثال یک دستگاه  برای  استهلاک می نامند.  را  پدیده  این  است.  کار کردن  و  فرسایش  زمان، 
ارزش  از  استهلاك(  )نرخ  درصد   35 سال  هر  است  ممکن  تومان  ميليون   50 قيمت  با  چاپ 
یابد. ادامه  نرخ  همین  با  کاهش  این  سال   5 کنید  فرض  يابد.  كاهش  فرسودگي  دليل  به  آن 

× میلیون تومان کاهش می یابد. بنابراین ارزش 
3550 100 در پایان سال اول قیمت این دستگاه 

، ميليون تومان خواهد بود.  ( )− × = −
35 3550 50 50 1100 100 اين دستگاه در پايان سال اول 

به همين ترتيب، ارزش این دستگاه در پايان سال دوم و سوم برحسب میلیون تومان به صورت 
زیر قابل محاسبه است:

( )( ) ( )− − = − 235 35 35501 1 501100 100 100        			  پایان سال دوم:

( ) ( ) ( )− − = −2 335 35 35501 1 501100 100 100
     			  پایان سال سوم:

) با دامنة }1,2,3,4,5{، ارزش اين دستگاه را در پايان سال n امُ  ) ( )= −
35501 100

ng n  تابع

برحسب ميليون تومان نشان مي دهد. در این مثال، g یک تابع نمايي است و چون پاية اين تابع 
نمايي، كوچ كتر از 1 است، با افزايش مقدار متغير، مقدار تابع كاهش می یابد. ارزش این دستگاه 

در پایان سال پنجم به صورت زیر خواهد بود:

( ) ( ) ( ) ( ) /= − = = ≈5 5 535 65 135 501 50 50 5 8100 100 20g
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مسائل
) و g  (x) =  5 x، مقادير زير را به دست آوريد و در صورت امكان ساده كنيد. ) ( )=

1
4

xf x 1  اگر

( )1
3g ث(  	f   (-1) )ت 	 ( )12f پ(  	g   (-1) )ب 	f   (0) )الف

2  در جدول هاي زير مقاديري از چهار تابع مشخص شده اند. كدام جدول مي تواند مربوط به 

كي تابع نمايي باشد؟ در این حالت، قانون آن تابع نمایی را مشخص كنيد.

الف(

210-1-2x

431
1
3

1
4y

ب(

43210x

1
81

1
27

1
9

1
31y

پ(
3210-1x

0/6250/250/512y
ت(

10-1-2-3x

21
1
2

1
4

1
8y

است(. 3  جدول زیر را طبق نمونه کامل کنید )دامنة همة تابع ها

ردیفقانون تابعتغییرات y به ازای 1 واحد افزایش xمحل تقاطع با محور yها

 
 
 

0
6y   =   6 x    1 برابر1

......( / )xy = 0 92

.......xy = ×
1 233

......( )=
13 5

xy4



34

٤  با افزایش مقادیر x، مقادیركدام تابع افزایش و مقادیر كدام تابع کاهش می یابند؟ )دامنة همة 

در نظر بگيريد( این تابع ها را

( ) ( )=
1 3
3 2

xh x 	        پ(  ( ) ( )=
1200 3

xg x الف( f    (x) =  2x 	       ب(

٥  نرخ سود سالانة اعلام شده توسط كيي از بان كها تا 5 سال، 12 درصد است. آقای بهرامی 

ابتداي سال 1396 در اين بانك 5 ميليون تومان پس انداز كرده است. 
الف( قانون تابعي را بنویسید كه از طریق آن بتوان موجودي آقای بهرامی را در پايان سال nامُ 

محاسبه کرد.
ب( موجودي حساب پس انداز آقای بهرامی را در پايان سال پنجم به صورت كي عدد توان دار 

بنویسید و مقدار تقریبی آن را برحسب تومان بنويسيد.

در نظر بگیرید. ٦  تابع f   (x) =  3×2x را با دامنة

الف( جدول مقادير این تابع را در نقاط به طول 2- و 1- و 0 و 1 و 2 تشکیل دهید.
ب( نمودار این تابع، محور yها را در چه نقطه ای قطع می کند؟

پ( با یک واحد افزایش مقدار متغیر، مقدار تابع چه تغییری می کند؟

در  ٧  تابع نمايي f   (x) =abx را با دامنة

نظر بگیرید. نمودار این تابع به شکل روبه رو 
است. 

الف( قانون اين تابع را بنويسيد.
ب( مقادير f   (2) و f   (-1) را به دست آوريد.
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استانداردهای ارزشیابی پودمان اول

عنوان 
پودمان

تکالیف 
عملکردی

)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکردی
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان اول: 
کاربرد برخی 

تابع ها در 
زندگی روزمره

مدل سازی و 
حل مسائل 

به کمک تابع 
مدل سازی و چند ضابطه ای

حل مسائل 
مرتبط با 
تابع های 

چند ضابطه ای، 
مثلثاتی و نمایی

بالاتر از 
حد انتظار

)مسائل  واقعی  مسائل  حل  و     مدل سازی 
حل نشده در کلاس و کتاب درسی( مرتبط با 

تابع های چندضابطه ای، مثلثاتی و نهایی
3

مدل سازی و حل 
مسائل به کمک 

تابع مثلثاتی
حد انتظار

مسائل  مشابه  مسائل  حل  و  مدل سازی   
حل شده در کلاس و کتاب درسی مرتبط با 

تابع های چند ضابطه ای، مثلثاتی و نمایی
2

مدل سازی و حل 
مسائل به کمک 

تابع نمایی

پایین تر از 
حد انتظار

ضابطه ای،  چند  تابع های  کاربرد  و  درک   
مثلثاتی و نمایی

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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نمايش  صفحه  تصوير  لحظه‌اي  براي  فوتبال،  مسابقه  پخش  هنگام  در 
توپ  لحظه  اين  در  زد  حدس  مي‌توان  چگونه  مي‌شود.  قطع  تلويزيون 

؟ ست كجا

پودمان  دوم

درک مفهوم حد
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1ـ حد تابع ها

از  یکی  به  موشک  اصابت  دربارة  دبیر  امروز 
هواپیماهای جنگی که در ارتفاع بالا در حال پرواز 
بود، صحبت کرد. این سؤال برای سعید مطرح شد 
که ما چگونه می توانیم ارتفاع  هواپیما را در لحظة 

اصابت موشک به دست آوریم؟
دارای  هواپیماها  که  شنیده ام  من  گفت:  حمید 
اطلاعات  تمام  که  حداقل یک جعبة سیاه هستند 
پرواز در آن ضبط می شود. اگر جعبة سیاه هواپیما 
اصابت  لحظة  در  هواپیما  ارتفاع  حتماً  شود،  پیدا 

موشک در آن ذخیره شده است.
دبیر گفت: بله، ممکن است که اطلاعات کلی پرواز 
اصابت  لحظة  در  ولی  ذخیره شود؛  سیاه  جعبة  در 
موشک، جعبة سیاه هم از کار می افتد و نمی تواند 

ارتفاع هواپیما را دقیقاً در همان لحظه نشان دهد.
حمید گفت: ولی ارتفاع هواپیما در لحظات قبل از اصابت موشک در جعبة سیاه وجود دارد. شاید به کمک 

آنها بتوان ارتفاع هواپیما را در همان لحظة خاص به دست آورد.
دبیر گفت: شما چه راه حلی به نظرتان می رسد؟

سعید گفت: اگر در لحظات قبل از اصابت موشک، ارتفاع هواپیما ثابت باشد ، کافی است ارتفاع هواپیما را 
در آن لحظه ها، از جعبة سیاه به دست آوریم. 

دبیر گفت: ما اطلاعی از ثابت بودن ارتفاع هواپیما نداریم و ممکن است هواپیما برای فرار از موشک در آن 
لحظه ها، ارتفاع خود را سریعاً تغییر داده باشد.

حمید گفت: فکر میک نم اگر در زمان های خیلی نزدیک به لحظة اصابت موشک، ارتفاع هواپیما را به دست 
آوریم، این مقدارها می توانند تقریب های خوبی از ارتفاع هواپیما در لحظة اصابت موشک باشند.

دبیر گفت: پیشنهاد خوبی است. با این روش ما می توانیم تقریب های خوبی از ارتفاع هواپیما در آن لحظه 
به دست آوریم، اما ارتفاع دقیق هواپیما را هنوز نیافته ایم.

حمید گفت: فرض کنیم ارتفاع هواپیما را در زمان های نزدیک به لحظة اصابت بدانیم، آیا می توان تشخیص 
داد که این مقادیر تقریبی به چه عددی نزدیک می شوند؟

دبیر گفت: سؤال خوبی است. برای پاسخ به آن بهتر است فعالیت صفحه بعد را انجام دهیم.
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، ارتفاع هواپیمایی را در بازة زمانی (5,10]  ( ) t t
h t

t
− −

=
−

2 4 60
2 20

فرض کنید تابع h با قانون 

مشخص کند. t را بر حسب دقیقه و h   (t   ) را بر حسب کیلومتر درنظر بگیرید.
1  ارتفاع هواپیما در لحظة t   = 8 چقدر است؟ 

............................................................................................................................................................................

٢  آیا در لحظة t   =10 می توان از طریق تابع h، ارتفاع هواپیما را به دست آورد؟ چرا؟

............................................................................................................................................................................

٣  آیا در زمان های قبل از t   =10 می توان از طریق تابع h، ارتفاع هواپیما را به دست آورد؟ 

............................................................................................................................................................................

٤ با کامل کردن جدول، ارتفاع هواپیما را در زمان های نزدیک به t  =10 به دست آورید. 

............................................................................................................................................................................

10→9/9999/999/959/99/595t
?→......7/9757/957/757/55/5h   (t    )

٥  آیا می توانید حدس بزنید که با نزدیک شدن مقادیر t به 10، مقادیر h   (t   ) به چه عددی 

نزدیک می شوند؟

............................................................................................................................................................................

٦  آیا اکنون می توانید بگویید ارتفاع هواپیما در لحظة t   =10 چقدر بوده است؟

............................................................................................................................................................................

در فعالیت )1( تابع h، ارتفاع یک هواپیما را در بازة زمانی (5,10] نشان می دهد. هدف از این فعالیت، 
یافتن ارتفاع هواپیما در لحظة t =10 بود. این ارتفاع را با L نشان می دهیم. از آنجا که 10 در دامنة 
این تابع نیست، نمی توانیم مستقیماً L را از طریق قانون تابع h به دست آوریم؛ اما ارتفاع هواپیما برای 
زمان های قبل از t =10 را می توان مشخص کرد. با توجه به پیوستگی حرکت هواپیما، می دانیم در 

فعالیت 1
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زمان های بسیار نزدیک به t =10، ارتفاع هواپیما نزدیک به L است؛ پس کافی است ارتفاع هواپیما 
را برای زمان های بسیار نزدیک به t =10 محاسبه کنیم و تشخیص دهیم این مقادیر به چه عددی 
نزدیک می شوند. با تشکیل جدول مقادیر تابع در نزدیکی های t =10 مشاهده می کنیم که با نزدیک 
شدن مقادیر t به 10، مقادیر h   (t   ) به 8 نزدیک می شوند. این مطلب در نمودار تابع نیز به خوبی 

دیده می شود.

 -1     0        1       2      3       4       5       6      7       8       9     10     11     

8

7

6

5

4

3

2

1

x

y

h(t)

t

همان طور که در نمودار دیده می شود، با نزدیک شدن مقادیر t به 10، مقادیر h  (t) به 8 نزدیک 
می شوند. پس می توانیم نتیجه بگیریم ارتفاع هواپیما در لحظة t =10 برابر 8 کیلومتر یا به عبارت 
 t =10 در h است. توجه داشته باشید که عدد 8 را نمی توانستیم با محاسبة مقدار تابع L  =  8 دیگر
به دست آوریم. زیرا 10 در دامنة این تابع نیست، بلکه با نزدیک کردن مقادیر t به 10 و مشاهدة 
نزدیک شدن مقادیر h   (t   ) به 8 ، این مقدار را به دست آورده ایم. این عمل را یافتن حدگیری و عدد 

8 را حد تابع h در t =10 می گویند.

مثال 1 

) در نظر بگیرید. با نزدیک شدن متغیر  ) x
f x

x
−

=
−

3
3

تابع f را با دامنة (3,∞   -) و قانون 

تابع در دامنۀ تابع به نقطۀ x = 3، مقادیر تابع به چه عددی نزدیک می شوند؟

برای پاسخ به این سؤال، جدول مقادیر تابع را به ازای x های نزدیک به 3 )در دامنة  f   ( محاسبه می کنیم.
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→ 32/  999992/  99992/  9992/  992/  92/  5x

→ ?0/  0030/  0100/  0310/  1000/  3160/  707f   (x    )

این جدول نشان می دهد که با نزدیک شدن مقادیر x به 3، مقادیر f   (x   ) به صفر نزدیک می شوند. 
از طریق نمودار تابع نیز می توان همین نتیجه را به دست آورد. نمودار f را به کمک جئوجبرا رسم 

می کنیم.

     2/5                    2/9  3 

f(x)

x

0/3

0/7

0

به ازای هر مقدار x، می توان مقدار f   (x   ) را روی محور عرض ها از نمودار تابع به دست آورد. در شکل بالا، 
با نزدیک شدن مقادیر x )در دامنة f   ( روی محور طول ها به 3 مقادیر f   (x   ) به صفر نزدیک می شوند. 
همان طور که نمودار نشان می دهد از طریق تغییر مقادیر تابع در جهت فلش ها می توان تشخیص داد که 

با نزدیک شدن x به 3 روی محور طول ها، مقادیر f   (x   ) روی محور عرض ها به صفر نزدیک می شوند.

مثال 2 

) در نظر بگیرید. اگر مقادیر x را  ) x x
g x

x
− −

=
−

2 2
2

} و قانون  } − 2 تابع g را با دامنة 

در دامنة g به 2 نزدیک کنیم، مقادیر g   (x   ) به چه عددی نزدیک می شوند؟

xهای  ازای  به   g   (x   ) برای محاسبة مقادیر   (2,∞   -) است.   (2,   +   ∞) به صورت  تابع  این  دامنة 

x
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نزدیک 2 در دامنه، می توان هم مقادیر بزرگ تر از 2 و هم مقادیر کوچک تر از 2 را برای x انتخاب 
کرد. بنابراین برای این تابع، جدولی به شکل زیر تشکیل می دهیم.

2/012/0012/0001→ 2 ←1/99991/9991/99x

3/013/0013/0001→ 3 ←2/99992/9992/99g   (x    )

 x این جدول نشان می دهد که با نزدیک شدن مقادیر
به 2 )از دو طرف( مقادیر g   (x   ) به 3 نزدیک می شوند. 
در اینجا نیز می گویند حد تابع g در نقطة x =2 برابر 

3 است.
در این مثال نیز می توان به کمک نمودار تابع g، حد آن 
را در نقطة x =2 به دست آورد. نمودار این تابع به شکل 

مقابل است.
نمودار نشان می دهد که با نزدیک شدن x روی محور 
محور  روی   g   (x   ) مقادیر  طرف(  دو  )از   2 به  طول ها 

عرض ها به 3 نزدیک می شوند.

پس از توضیحات بالا دربارة حد تابع ها، برای حمید سؤالی پیش آمد.

حمید پرسید: آیا می توان حد هر تابعی را در هر نقطه ای به دست آورد؟
نقطه  نزدیکی های آن  را در  تابع  مقادیر  بتوانیم  باید  نقطه،  تابع در یک  یافتن حد یک  برای  دبیر گفت: 

حساب کنیم. اگر نتوانیم این کار را انجام دهیم، حد تابع در آن نقطه معنایی ندارد و قابل تعریف نیست.
حمید پرسید: چگونه تشخیص دهیم حد یک تابع در یک نقطه قابل تعریف نیست؟

تابع،  دامنة  است  کنیم، لازم  نقطه محاسبه  نزدیکی های یک  در  را  تابع  مقادیر  بخواهیم  اگر  دبیر گفت: 
شامل نقاط نزدیک به آن نقطه باشد. این به معنای آن است که باید بتوانیم از داخل دامنة تابع به آن نقطه 

نزدیک شویم.
سعید گفت: بنابراین، اگر درست متوجه شده باشم، حد یک تابع در هر نقطه ای قابل تعریف نیست. مثلاً 

برای یک نقطه مانند a باید تشخیص دهیم که آیا از داخل دامنة تابع، می توان به a نزدیک شد یا خیر؟
حمید پرسید: برای مثال اگر دامنة یک تابع بازة (∞   +   ,0) باشد، از داخل آن به چه نقاطی می توان نزدیک 

شد و به چه نقاطی نمی توان نزدیک شد؟  

      2       

      3

      0 x

g(x)

گفتگو
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سعید گفت: به نظر من در این بازه به هر عدد مثبت می توان از دو طرف )مقادیر کوچک تر و بزرگ تر از آن 
عدد( نزدیک شد، ولی در این بازه، به هیچ عدد منفی نمی توان نزدیک شد. در مورد صفر، فقط از سمت 

راست )مقادیر بزرگ تر از صفر(  می توانیم به آن نزدیک شویم. 
دبیر گفت: بله، نظر شما درست است. بنابراین، برای تابعی که دامنة آن بازة (∞   +   ,0) است، حد آن در همه 

اعداد مثبت و صفر قابل تعریف است، ولی در اعداد منفی حد آن تابع قابل تعریف نیست.
حمید گفت: ولی من منظور از نزدیک شدن به یک نقطه را درست متوجه نشدم. چه اندازه از نزدیک شدن 
کافی است؟ فاصله از نقطه چقدر باید کوچک باشد؟ آیا مثلًا نزدیک شدن به اندازة 0/001 یا 0/0001 یا 

0/00001 یا یک عدد کوچک تر دیگر، کافی است؟
دبیر گفت: نه، منظور از نزدیک شدن، آن نیست که به اندازة عدد خاصی نزدیک شویم. منظور از نزدیک 
شدن آن است که به هر اندازه که بخواهیم، بتوانیم به آن نقطه نزدیک شویم. مثلًا از داخل بازة (∞   +   ,0) 

به هر اندازه که بخواهیم می توانیم به 1 نزدیک شویم.

مثال 3 

 در چه نقاطی قابل تعریف است؟ ) با دامنة  )g x
x

=
+2
4

1
حد تابع 

اعداد حقیقی است. پس،  تمام  تابع،  این  دامنة 
از دامنة این تابع به هر نقطه مانند a می توان 
نزدیک شد. بنابراین، حد این تابع در همة نقاط 
قابل تعریف است. نمودار این تابع به شکل روبه رو 
است و مثلًا نزدیک شدن به یک نقطه مانند a، از 

نقاط دامنة تابع، نمایش داده شده است.

مثال 4 

) با دامنة (2 , 1   -) در چه نقاطی قابل تعریف است  ) ( )( )f x x x= + −1 2 حد تابع 
و در چه نقاطی قابل تعریف نیست؟

نمودار این تابع به شکل صفحه بعد است. همان طور که از روی شکل دیده می شود، از نقاط دامنة این 
تابع به همة نقاط بازة (1,2   -) از دو طرف می توان نزدیک شد )مانند نقطة a که در شکل نشان داده 

-8      -7     -6      -5      -4      -3      -2      -1     0        1       2      3       4       5       6      7       8       

4

3

2

1

-1

-2

a
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شده است(. به نقطة 2 فقط از سمت چپ می توان نزدیک شد و به 1- فقط از سمت راست می توان 
نزدیک شد. بنابراین، حد این تابع در تمام نقاط بازة [1,2   -] قابل تعریف است. ولی از نقاط دامنة 
این تابع نمی توان به نقاطی مانند b و c )در شکل زیر( که خارج از بازة [1,2   -] هستند، نزدیک شد. 

بنابراین حد این تابع برای نقاط خارج از بازة [1,2   -] قابل تعریف نیست.

   -1                                                  2    
x

bac

y

به طور کلی در ریاضی، حد تابع ها به شکل زیر تعریف می شود:

حد تابع
فرض کنید f یک تابع و a نقطه ای باشد که بتوان از نقاط دامنة تابع f 1 )به اندازة دلخواه( به 

آن نزدیک شد. در این حالت می گوییم حد f در نقطة a قابل تعریف است. 
 a به )   f از نقاط دامنة ( x قابل تعریف باشد و با نزدیک شدن مقادیر متغیر a در نقطة f اگر حد
که x    ≠   a، مقادیر f   (x   ) به عددی مانند L نزدیک شوند2، می گوییم حد تابع f در نقطة a برابر 

عدد L است.
این عمل را حدگیری از تابع f در نقطة a، و a را نقطة حدگیری می نامند.

در عمل حدگیری از یک تابع f، مقادیر f   (x   ) نمی توانند هم زمان به دو عدد مختلف نزدیک شوند، 
بنابراین حد یک تابع در یک نقطه، در صورت وجود، یکتاست.

1ـ در این کتاب فرض بر آن است که هرگاه از حد یک تابع صحبت می کنیم دامنة آن به صورت یک بازه یا اجتماع چند بازه است.
2ـ توجه داشته باشید که نزدیک شدن f  (x) به L نیز باید به اندازة دلخواه باشد، یعنی با نزدیک کردن x به a )به اندازة کافی( باید f  (x) را 

به L، به هر اندازه که بخواهیم نزدیک سازیم .

تعریف
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) با دامنة (1,2   -) را در نظر بگیرید حد این تابع  ) ( )( )f x x x= + −1 2 برای مثال، حد تابع 
در نقاط بازة [1,2   -] قابل تعریف است ولی برای نقاط خارج از این بازه، حد این تابع قابل تعریف 

نیست.

کار در کلاس1

)sin با دامنة {0} - (2π , 2π-) را در نظر بگیرید.  ) x
S x

x
= تابع 

الف( دامنة این تابع را به صورت اجتماع دو بازه بنویسید و توضیح دهید چرا نزدیک شدن به 
صفر از نقاط دامنة این تابع از دو طرف انجام می شود.

ب( جدول زیر را کامل کنید و حد این تابع را در صفر حدس بزنید.

0/  10/  010/  001→ 0 ←-0/  001-0/  01-0/  1x

0/  998......→ ? ←......0/  998S   (x    )

پ( نمودار این تابع به شکل زیر است. درستی حدس خود را از طریق نمودار بررسی کنید.

-8      -7      -6     -5       4       -3     -2      -1      0        1       2      3       4       5      6       7       

2

1

-1

-2

x

y

ت( حد این تابع در چه نقاطی قابل تعریف است؟
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پس از آنکه سعید فهمید در چه نقاطی می توان حد یک تابع را تعریف کرد، سؤالی برای او پیش آمد.
سعید پرسید: در محاسبة حد یک تابع در یک نقطه، از کجا معلوم است که مقادیر تابع حتماً به عدد خاصی 

نزدیک می شوند؟ 
دبیر گفت: وقتی حد یک تابع را در یک نقطه بررسی میک نیم، لزومی ندارد حتماً مقادیر تابع به عدد خاصی 
نزدیک شوند. ممکن است مقادیر تابع به هیچ عدد خاصی نزدیک نشوند. در این حالت می گویند تابع در 

آن نقطه حد ندارد. 
سعید گفت: پس آیا می توان گفت که اگر حد یک تابع در یک نقطه قابل تعریف باشد، ممکن است تابع در 

آن نقطه حد نداشته باشد؟

دبیر گفت: بله، قابل تعریف بودن حد تابع در یک نقطه به معنای وجود حد در آن نقطه نیست. برای مثال، 

) با دامنة (∞   +   ,0) را در صفر بررسی میک نیم. ابتدا جدول مقادیر تابع را در برخی  )f x
x

=
1 حد تابع 

نقاط نزدیک صفر تشکیل می دهیم. از آنجا که دامنة تابع فقط نقاط سمت راست صفر را در بر دارد، فقط 

نقاط نزدیک صفر را که سمت راست صفر قرار دارند، در جدول قرار می دهیم.

0/  10/  010/  0010/  00010 ←x

10100100010000? ←f   (x    )

 بزرگ تر 
x
1 این جدول نشان می دهد که هر چه x به صفر )با مقادیر مثبت( نزدیک تر می شود، مقادیر 

 به عدد خاصی 
x
1 می شوند. نمودار این تابع نیز همین مطلب را نشان می دهد. آیا در این وضعیت، مقادیر 

نزدیک می شوند؟

گفتگو

x

y

x
1

x0

 در حال بزرگ شدن هستند و به هیچ عدد خاصی نزدیک نمی شوند. 
x
1 سعید گفت: خیر، چون مقادیر 

 و دامنة (∞   +   ,0) در صفر، حد ندارد.
x
1 بنابراین، تابع با قانون 
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مثال 5

} در x    =  1، حد دارد؟ } − 1 ) با دامنة  )
( )

g x
x

=
− 2
1
1

آیا تابع 

 (1,∞   -) است و می توان از دو طرف از نقاط دامنة تابع به 1  دامنة این تابع به صورت (∞   +   ,1) 
نزدیک شد. بنابراین، جدول مقادیر این تابع را در نزدیک 1 به شکل زیر تشکیل می دهیم.

1/  11/  011/  001→ 1 ←0/  9990/  990/  9x

100100001000000→ ? ←100000010000100g   (x    )

 بزرگ می شوند و به هیچ عدد 
( )x − 2

1
1

این جدول نشان می دهد که با نزدیک شدن x به 1، مقادیر 

خاصی نزدیک نمی شوند. نمودار این تابع نیز همین مطلب را نشان می دهد. 

           -3     -2      -1     0        1       2       3      4      5       

7

6

5

4

3

2

1

-1

بنابراین، این تابع در x =1 حد ندارد.
در این مثال ها دیدیم که ممکن است حد یک تابع مانند f در یک نقطه مانند a قابل تعریف باشد، 
ولی با نزدیک شدن x از نقاط دامنة f به a (x    ≠  a)، مقادیر f   (x   ) به عدد خاصی نزدیک نشوند. 

در این حالت می گوییم تابع f در نقطة a حد ندارد.
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موارد الف و ب را برای هر یک از تابع های g   (t   ) ، h   (x   ) و f   (x   ) بررسی کنید.
الف( آیا حد تابع در صفر قابل تعریف است؟

ب( در صورت قابل تعریف بودن، وجود حد و مقدار آن را )در صورت وجود( با کامل کردن جدول 
و رسم نمودار به کمک جئوجبرا، بررسی کنید. 

(-π , π) با دامنة h   (x   ) = sin x 1  تابع

0/10/010/001→ 0 ←-0/001-0/01-0/1x

0/0990/009...→ ? ←...0/009-0/099sin   (x    )

) با دامنة (0,4) ) t t
g t

t
+

=
2

٢  تابع 

0/  10/  010/  0010/  00010 ←t

3/  3210/  0531/  64...? ←g   (t    )

) با دامنة {0} - (5   ,   5-) )
x x

f x
x

+
=

4 6

2 ٣  تابع 

0/10/010/001→ 0 ←-0/001-0/01-0/1x

1/0041/00004...→ ? ←......1/004f   (x    )

 lim f   (x   ) از عبارت ،f   (x   ) استفاده می شود1. برای بیان حد تابع lim برای نمایش حد یک تابع از نماد
استفاده می کنیم. با توجه به اینکه حد یک تابع در یک نقطه )نقطة حدگیری(، تعریف و محاسبه می شود، 

کار در کلاس2

1ـ lim ابتدای کلمة limit است. این کلمه در زبان انگلیسی به معنای حد و مرز است.
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نقطة حدگیری نیز باید در نماد حد، نمایش داده شود. برای مثال، اگر حدگیری در نقطه ای مانند a انجام 
شود، از نماد x → a برای بیان این مطلب استفاده می شود که نشانگر آن است که x )متغیر تابع( در 
حال نزدیک شدن به a )میل کردن به a( است. نماد x → a را در زیر نماد lim می نویسند. به عبارت 

دیگر: 

lim نمایش داده می شود.  ( )
x a

f x
→

حد تابع f در نقطة a به صورت 

 x وقتی f   (x   ) به صورت »حد lim ( )
x a

f x
→

از آنجا که نماد x → a نشانگر میل کردن x به a است، 
به a میل می کند« خوانده می شود.

مثال 6

 را در x = 3 با تشکیل جدول پیدا کنیم، برابر 5 می شود. اگر حد تابع با قانون x +2 و دامنة 

3/  13/  013/  001→ 3 ←2/  9992/  992/  9x

5/  15/  015/  001→ 5 ←4/  9994/  994/  9x +2

بنابراین می توانیم بنویسیم:
lim ( )
x

x
→

+ =
3

2 5

عبارت بالا را به صورت زیر می خوانیم: 

»حد تابع x +2 وقتی x به 3 میل می کند، برابر 5 است«.

مثال 7

sinx با دامنة {0} - (2π , 2π-) را در x  =0 محاسبه کردید. مقدار 
x

در کار در کلاس )1( حد تابع 
این حد برابر 1 بود، بنابراین می توانیم بنویسیم:

sinlim
x

x
x→

=
0

1

عبارت بالا را به صورت زیر می خوانیم: 

sinx وقتی x به صفر میل می کند، برابر 1 است«.
x

»حد تابع 
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مثال 8

} در نقطة x =2 برابر 3 است.  }− 2 ) با دامنة  ) x x
g x

x
− −

=
−

2 2
2

در مثال )2( دیدیم حد تابع 
بنابراین می توانیم بنویسیم:

lim
x

x x
x→

− −
=

−

2

2

2 3
2

عبارت بالا را به صورت زیر می خوانیم: 

x وقتی x به 2 میل می کند، برابر 3 است.« x
x
− −
−

2 2
2

»حد تابع 

مثال 9

 را در نظر بگیرید. مقدار  تابع f   (x   ) = x با دامنة 

تابع در هر نقطه مانند x، همان x است. بنابراین، با 

 f   (x   ) مقادیر ،a به هر نقطه ای مانند x نزدیک شدن
)که همان x است( نیز به a نزدیک می شوند. 

برای مثال در نقطه 3 جدول این تابع در نزدیکی این 
نقطه به شکل زیر است.

3/13/01→ 3 ←2/992/9x

3/13/01→ 3 ←2/992/9f  (x)  = x

lim
x→

=
3

3 بنابراین 

به طور کلی حد این تابع در همة نقاط وجود دارد و می توانیم بنویسیم:

lim
x a

x a
→

=
 

x

y

a

a

0



51

x

y

f(x)=c

a0

مثال 10

 در نظر بگیرید. تابع ثابت f   (x   )  = c را با دامنة 
 x نمودار این تابع نشان می دهد که با نزدیک شدن
 f   (x   ) شکل روبه رو(، مقادیر( a به هر نقطه ای مانند

همان مقدار ثابت c است. 

x→ a ←xx

c→ c ←cf  (x)  = c

کار در کلاس3

در این وضعیت حد این تابع همان c است؛ یعنی حد تابع ثابت در هر نقطه ای وجود دارد و برابر همان 
مقدار ثابت است. بنابراین، 

lim
x a

c c
→

=

با استفاده از نماد حد، حد تابع های زیر را به زبان ریاضی بنویسید.

 در x =  2 برابر 5 است. الف( حد تابع 3x -1 با دامنة 

3 است.
2

) با دامنة (1-   ,∞   -) در x   =  -3 برابر  ) x
g x

x
=

+1
ب( حد تابع 

x با دامنة (∞   +   ,1) در x   =1 برابر صفر است. −2 1 پ( حد تابع 

ت( حد تابع ثابت با مقدار 8 در x   = -1 برابر 8 است.
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١ شکل روبه رو، نمودار تابع h را نشان می دهد.مسائل
الف( در کدام یک از نقاط 1، 2، 3، 4، 6 حد 

این تابع قابل تعریف است؟ چرا؟
ب( در کدام یک از نقاط 3، 4، 5 حد این تابع 
موجود است؟ حد این تابع در این نقاط را در 

صورت وجود بیابید و با نماد حد بنویسید.

٢  حدهای زیر را به زبان فارسی بیان کنید. دامنة این تابع ها را بازة (∞   +   ,0) در نظر بگیرید.
	

lim )الف
x

x
→

=
0

0

lim )ب
x

x→

=
1
4

1 4

lim )پ sin
x

x
π

→
=

2

1

} را در نظر بگیرید. حد این تابع در چه نقاطی  },− −2 2 ) با دامنة  ) x
f x

x
=

−

2

24
3  تابع 

قابل تعریف است؟

) را با دامنة (∞   +   ,2) در نظر بگیرید. حد این تابع در چه نقاطی  ) x
f x

x
−

=
−

2
2

4  تابع 

 x  = 2 قابل تعریف است؟ به کمک تشکیل جدول این تابع در نزدیک 2، وجود حد این تابع در
را بررسی کنید.

 -1     0        1       2      3       4       5       6      7         

6

5

4

3

2

1

-1

x

y
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 در نظر بگیرید و حد آن را در 1 بررسی کنید. آیا حد این تابع در  5  تابعی خطی با دامنة 

هر نقطة دیگری هم وجود دارد؟ 

 (2- ,∞   -) را در نظر بگیرید.  ) با دامنة (∞   +   ,2)  ) =
−2

1

4
g x

x
6  تابع 

الف( حد این تابع در چه نقاطی قابل تعریف است؟
ب( نمودار این تابع به شکل زیر است. حدس بزنید حد این تابع در چه نقاطی وجود دارد و در 

چه نقاطی وجود ندارد؟

 -9      -8      -7     - 6     -5      -4      -3      -2      -1     0        1       2       3       4      5       6       7      8       9  

8

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

) با دامنة (∞   +   ,0] را در نظر بگیرید.  )g x x= +1 7  تابع 

نماد حد  با  و  بیابید  را در 4  تابع  این  نزدیکی های 4 حد  تابع در  این  با تشکیل جدول  الف( 
بنویسید.

ب( حد این تابع در چه نقاطی قابل تعریف نیست؟
پ( با رسم نمودار این تابع به کمک جئوجبرا مشخص کنید، حد این تابع در چه نقاطی وجود 

دارد و در چه نقاطی وجود ندارد.

) با دامنة (2   ,∞  -) در 2 قابل تعریف است؟ با تشکیل  ) x x
h x

x
− +

=
−

2 3 2
2

8  آیا حد تابع 

جدول و رسم نمودار این تابع، حد آن را در 2، در صورت وجود، بیابید و با نماد حد بنویسید.
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2ـ محاسبة حد تابع ها

با یادگیری مفهوم حد، سعید به دنبال جواب این سؤال بود که حد را چگونه می توان محاسبه کرد؟
تابع،  قانون  به کمک  نقطة حدگیری  نزدیک  را در  تابع  ما مقادیر  تابع،  یافتن حد یک  برای  سعید گفت: 
محاسبه میک ردیم و با استفاده از این مقادیر، حد تابع را حدس می زدیم. از کجا معلوم، حدس ما درست 

باشد؟ آیا روش های دیگری برای یافتن حد تابع ها داریم؟
دبیر گفت: سؤال خوبی است. ما نمی توانیم فقط به حدس خود اطمینان کنیم. روش هایی برای محاسبة حد 
تابع ها وجود دارند که به کمک آنها، حد بسیاری از تابع ها را می توان محاسبه کرد. برای مثال، اگر تابعی 
از جمع یا ضرب تابع های ساده تر ساخته شده باشد، می توانیم از حد همان تابع های ساده تر برای محاسبة 

حد آن تابع استفاده کنیم.
فعالیت زیر یکی از این روش های محاسبة حد را با یک مثال نشان می دهد.

) را با دامنة یکسان (0,4) در نظر بگیرید. مجموع این  ) x
g x =

4
) و  )f x x= دو تابع 

) نشان می دهیم که دامنة آن همان بازة (0,4) است.  ) x
h x x= +

4
دو تابع را به صورت 

1  جدول زیر را برای یافتن حد سه تابع f و g و h در نقطة 4 کامل کنید.

→ 43/  9993/  993/  93/  53x

→ ?......1/  9741/  8701/  732f   (x    )

→ ?......0/  9750/  8750/  750g   (x    )

→ ?......2/  9492/  7452/  482h   (x    )

٢  حد هر تابع را در نقطة 4 جداگانه به دست آورید. چه رابطه ای بین حد این سه تابع در 

نقطة 4 می یابید؟ 

٣  جدول زیر را برای یافتن حد این سه تابع در نقطة 1 کامل کنید.

1/  11/  011/  001→ 1 ←0/  9990/  990/  9x

1/  0481/  0041/  000→ ? ←...0/  9940/  948f   (x    )

0/  2750/  252...→ ? ←0/2490/  2470/  225g   (x    )

1/  3231/  256...→ ? ←...1/  2411/  173h   (x    )

فعالیت 2
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٤  حد هر تابع در نقطة 1 را جداگانه به دست آورید. چه رابطه ای بین حد این سه تابع در 

نقطة 1 می یابید؟

٥  در حالت کلی بین حد دو تابع و حد مجموع آن دو تابع )در یک نقطة مشخص( چه رابطه ای 

را حدس می زنید؟

در این فعالیت، دو تابع مشخص f و g با دامنة یکسان ارائه شده اند. با جمع قانون های f و g تابع 
دیگری با همان دامنة مشترک این دو تابع به دست می آید )تابع h(. در حالت کلی با جمع هر دو تابع 
دلخواه که دامنة یکسانی دارند، می توانیم تابعی با همان دامنة مشترک آنها به دست آوریم. این عمل 
را جمع کردن تابع ها می نامند. در این فعالیت حد مجموع این دو تابع در یک نقطة مشخص بررسی 
1 نزدیک می شوند، 

4
شد. دیدیم که با نزدیک شدن x به 1، مقادیر f   (x   ) به 1 و مقادیر g   (x   ) به 

+ نزدیک می شوند. این بررسی نشان می دهد که حد مجموع 
11
4

بنابراین مقادیر f   (x   ) + g   (x   ) به 
این دو تابع در یک نقطه برابر با مجموع حدهای این دو تابع در همان نقطه است. 

به طور کلی اگر حد دو تابع f و g )با دامنة یکسان( در نقطة a به ترتیب L  1 و L  2 باشند، به عبارت 
مقادیر شوند،  نزدیک   L  2 به   g   (x   ) مقادیر  و   L  1 به   f   (x   ) مقادیر   ،a به   x نزدیک شدن  با   دیگر 
f   (x   ) + g   (x   ) به L  1 + L  2 نزدیک می شوند. پس، می توانیم نتیجه بگیریم مجموع دو تابع f و g نیز 

در نقطۀ a حد دارد و حد آن L  1 + L  2 است.
تابع های با دامنة یکسان را می توان در هم ضرب کرد و تابع دیگری با همان دامنة مشترک به دست 
آورد. این عمل را ضرب تابع ها می نامند. برای ضرب دو تابع f و g نیز نتیجه مشابهی به دست می آید: 
اگر با نزدیک شدن x به نقطۀ a، مقادیر f   (x   ) به L  1 و مقادیر g   (x   ) به L  2 نزدیک شوند، مقادیر 
f   (x   ). g   (x   ) به L  1 L  2 نزدیک می شوند. پس می توانیم نتیجه بگیریم حاصل ضرب دو تابع f و g نیز 

در نقطۀ a حد دارد و حد آن L  1 L  2 است.
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با استفاده از نماد حد تابع، می توانیم حد مجموع و حاصل ضرب دو تابع را به شکل زیر بنویسیم.

حد مجموع و حاصل ضرب دو تابع
اگر دو تابع f و g )با دامنة یکسان( در x = a حد داشته باشند، آنگاه مجموع و حاصل ضرب های 

این دو تابع نیز در a حد دارند و 

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

+ = +

( )lim ( ). ( ) lim ( ). lim ( )
→ → →

=
x a x a x a

f x g x f x g x

وضعیت تفاضل تابع ها نیز مشابه جمع تابع هاست و حد تفاضل دو تابع )با دامنة یکسان( در یک نقطه، 
برابر است با تفاضل حد آن دو تابع در آن نقطه، یعنی: 

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x
→ → →

− = −

برای جمع سه تابع )یا بیشتر( نیز حد مجموع آنها در یک نقطه، برابر مجموع حد آن تابع ها در آن 
نقطه است. همچنین، برای ضرب سه تابع )یا بیشتر( نیز حد حاصل ضرب آنها، در یک نقطه، برابر 

حاصل ضرب حد آن تابع ها در آن نقطه است.

مثال 11 

 را در x = -2 به دست آورید. حد تابع f   (x   ) = x   2 با دامنة 

، lim
x

x L
→−

= − = 12
2  در خودش است و داریم   این تابع به صورت ضرب تابع g   (x   ) = x با دامنة 

بنابراین:

lim lim ( . ) ( lim )( lim ) ( )( )
→− →− →− →−

= = = − − =2
2 2 2 2

2 2 4
x x x x

x x x x x
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کار در کلاس 4

مثال 12 

 را در نقطة دلخواه a به دست آورید. حد تابع f   (x   ) = x   2 با دامنة 
lim و می توانیم بنویسیم:

x a
x a

→
= طبق مثال )9(، داریم 

lim lim ( . ) ( lim )( lim ) .
→ → → →

= = = =2 2
x a x a x a x a

x x x x x a a a

مثال 13 

 را در x  = 2 به دست آورید. حد تابع k   (x   ) = 6 x با دامنة 
 است. پس می توانیم  تابع k (x   ) به صورت ضرب تابع g   (x   ) = x در تابع ثابت f   (x   ) = 6 با دامنة 

بنویسیم:

lim ( lim )( lim )
→ → →

= = × =
2 2 2
6 6 6 2 12

x x x
x x

مثال 14 

 را در x   = 2 به دست آورید. حد تابع f   (x   ) = x   2 + x -  5 با دامنة 
این تابع به صورت مجموع سه تابع g   (x   ) = x   2 و h   (x   ) = x و تابع ثابت k   (x   ) = -  5 است. بنابراین: 

lim ( ) lim lim lim ( )
x x x x

x x x x
→ → → →

+ − = + + − = + − =2 2 2
2 2 2 2

5 5 2 2 5 1

مثال 15 

 را در نقطة دلخواه a به دست آورید. حد تابع h   (x   ) = x   3 با دامنة 
به دست می آید. پس   h تابع  کنیم،  بار در خودش ضرب  را سه    دامنة  با   g   (x   ) = x تابع  اگر 

می توانیم بنویسیم:

lim lim ( . . ) ( lim )( lim )( lim ) . .
→ → → → →

= = = =3 3
x a x a x a x a x a

x x x x x x x a a a a

 را در x   =  -1 به دست آورید. الف( حد تابع f   (x   ) = x   3 - 5 x   2 با دامنة 
 را در یک نقطة دلخواه a به دست آورید. ب( حد تابع f   (x   ) = x   3 - 5 x   2 با دامنة 
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فعالیت 3

نقطه، همان  تابع های چندجمله ای دیدیم، حد آنها در هر  از  تاکنون  سعید گفت: در تمام مثال هایی که 
مقدار تابع در آن نقطه بود. آیا این مطلب برای همة تابع های چندجمله ای درست است؟

دبیر گفت: به نکتة خوبی توجه کردی. فعالیت زیر می تواند جوابی برای سؤال شما فراهم کند.

  1  با به دست آوردن حد تابع های داده شده، جدول زیر را کامل کنید. دامنة این تابع ها 

می باشند.

x   nx  6x  5x  4x  3x 2xf   (x    )

a 3a 2a
→

lim ( )
x a

f x

 برای یک نقطة دلخواه  2  توضیح دهید چرا برای تابع چندجمله ای  f   (x   ) = bx   n با دامنة 

a داریم:
lim n n

x a
bx ba

→
=

 a را در نقطة دلخواه    با دامنة   P   (x   ) = 4x   5 -3x   3+7x   - 4 تابع چندجمله ای 3  حد 

به دست آورید.

به کمک حد حاصل ضرب  نقاط دلخواه  را در   x   n به صورت  تابع هایی  ابتدا حد  فعالیت،  این  در 
تابع ها به دست آوردیم. سپس، حد تابع هایی به صورت bx   n را در نقاط دلخواه به دست آوردیم. 
آن  حد  که  کردیم  مشاهده  تابع ها،  مجموع  حد  کمک  به  خاص،  چندجمله ای  یک  برای  سپس، 
تابع چندجمله ای در هر نقطه ای برابر با مقدار آن تابع در آن نقطه است. این مطلب برای هر تابع 

چندجمله ای دلخواهی برقرار است. 

 برای یک نقطة دلخواه a داریم: برای هر تابع چندجمله ای مانند P   (x   ) با دامنة 
lim ( ) ( )
x a

P x P a
→

=

گفتگو



59

سعید پرسید: دیدیم که تابع ها را می توانیم با هم جمع یا در هم ضرب کنیم و تابع جدیدی به دست آوریم. 
آیا تابع ها را می توانیم بر هم تقسیم کنیم؟ 

دبیر گفت: بله، تقسیم تابع ها نیز همانند ضرب تابع هاست. ولی باید دقت کنیم که مقادیر تابعی که در مخرج 

قرار می گیرد، صفر نباشند. اگر  f  و g دو تابع با دامنة یکسان D باشند و به ازای هر x در دامنة D داشته 

 g بر f بسازیم که آن را تابع تقسیم D و دامنة ( )
( )

f x
g x

باشیم: g   (x   ) ≠ 0، آنگاه می توانیم تابعی با قانون 

می نامند. این گونه تابع ها را تابع کسری می نامیم و f را تابع صورت کسر و g را تابع مخرج کسر می نامند.
سعید پرسید: آیا برای محاسبة حد تقسیم دو تابع نیز روشی داریم؟

دبیر گفت: در موارد خاصی می توانیم حد تقسیم دو تابع را هم به دست آوریم.
فرض کنید حد دو تابع f و g )با دامنة یکسان( در نقطة a به ترتیب L  1 و L  2 باشند و L  2  ≠ 0. با نزدیک 

  ( )
( )

f x
g x

شدن مقادیر x به a، مقادیر f   (x   ) به L  1 و مقادیر g   (x  ) به L  2 نزدیک می شوند. بنابراین، مقادیر 

 است.
L

L
1

2

 نزدیک می شوند و می توانیم نتیجه بگیریم تابع تقسیم f بر g در نقطة a حد دارد و حد آن 
L

L
1

2

به 

حد حاصل تقسیم دو تابع
 ، lim ( )

x a
g x

→
فرض کنید دو تابع f و g )با دامنة یکسان( در یک نقطه مانند a حد داشته باشند و 0≠

آنگاه تابع تقسیم f بر g نیز در نقطة a حد دارد و 
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f xf x
g x g x

→
→

→

=

مثال 16 

 را در نظر بگیرید.  ) با دامنة  ) x
h x

x
=

+2

3

1
تابع 

الف( حد این تابع را در نقطة x  = -1 به دست آورید. 
ب( حد این تابع را در نقطة دلخواه a به دست آورید.

 است. حد تابع مخرج در x = -1 برابر 2  تابع h به صورت تقسیم تابع 3x بر تابع x   2+1 در دامنة 
است که عددی ناصفر است. بنابراین:

lim
lim

lim ( ) ( )
x

x
x

x
x

x x

→−

→−
→−

−
= = = −

+ + − +
1

2 2 21
1

3
3 3 3

21 1 1 1

گفتگو
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اما در نقطة دلخواه a حد تابع مخرج این کسر برابر a   2+1 است که عددی ناصفر است. بنابراین:
lim

lim
lim
x a

x a
x a

xx a

x x a
→

→
→

= =
+ + +2 2 2

33 3
1 1 1

مثال 17 

} در نظر بگیرید.  } ,− −1 1 ) را با دامنة  ) x
g x

x

+
=

−

3

2
1
1

تابع 

الف( حد این تابع را در x    =  3 به دست آورید.
ب( حد این تابع را در نقطة دلخواه a از دامنة آن به دست آورید.

تابع g به صورت تقسیم تابع x   3 +1 بر تابع x   2 -1 در دامنة داده شده است. در نقطة 3، حد تابع مخرج 
برابر 8 است (0 ≠ 8) . بنابراین:

lim
lim

lim
x

x
x

xx

x x
→

→
→

++
= = =

− −

33
3

2 23
3

11 28 7
8 21 1

اما در نقطة دلخواه a، حد تابع مخرج این کسر برابر a   2 -1 است. چون a در دامنة تابع است نمی تواند 
a. پس، a   2 -1 ≠ 0. بنابراین: ≠ 1 یا 1- باشد و داریم ±1

lim
lim

lim
x a

x a
x a

xx a

x x a
→

→
→

++ +
= =

− − −

33 3

2 2 2

11 1
1 1 1

سعید پرسید: اگرچه در تقسیم دو تابع، مقادیر تابع مخرج کسر، هیچگاه صفر نمی شود، ولی حد آن در 
یک نقطه ممکن است صفر شود. در این حالت، آیا می توانیم در مورد حد آن تابع کسری در آن نقطه، 

چیزی بگوییم؟

دبیر گفت: در این حالت، بررسی وجود حد و محاسبة حد کمی مشکل تر است. باید ببینیم حد تابع صورت 
کسر در آن نقطه )در صورت وجود( چگونه است. دو حالت ممکن است پیش آید: یا حد صورت کسر صفر 

است یا حد صورت کسر عددی ناصفر است.

گفتگو
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ناصفر  عدد  بگوییم چون  می توانیم  آیا  باشد،  ناصفر  عددی  کسر  صورت  که حد  حالتی  در  گفت:  حمید 
تقسیم بر صفر، بی نهایت است پس تابع کسری در آن نقطه حد ندارد؟

دبیر گفت: خیر، این طوری نباید بگوییم. نباید از تقسیم عدد بر صفر صحبت کنیم، چون این عمل تعریف 
نشده است. همچنین، بی نهایت عدد نیست تا بخواهد با چیزی برابر شود. ولی وقتی حد صورت یک تابع 
کسری در نقطه ای عددی ناصفر و حد تابع مخرج، صفر باشد، می توان نتیجه گرفت که تابع کسری در 
آن نقطة خاص، حد ندارد. زیرا با نزدیک شدن متغیر به آن نقطه، مقادیر تابع به هیچ عدد خاصی نزدیک 

نخواهند شد.

سعید پرسید: درحالتی که حد تابع صورت و تابع مخرج یک تابع کسری در یک نقطه صفر شوند، دربارة 
حد آن تابع چه می توانیم بگوییم؟

دبیر گفت: در این حالت، وجود یا نبود حد، بستگی به تابع های صورت و مخرج آن تابع کسری دارد. ممکن 
این  نامیده اند. در  این حالت را مبهم  به همین دلیل  یا نداشته باشد.  باشد  تابع کسری حد داشته  است 

حالت، برای تشخیص وجود یا نبود حد، هر تابع کسری را باید جداگانه بررسی کرد. 

مثال 18 

x با دامنة (0,1) را در x =1 بررسی کنید. x

x

− +

−

2

2
3 2

1
حد تابع 

حد تابع صورت و تابع مخرج این کسر در x =1، صفر است و با یک حالت مبهم روبه رو هستیم. در 
این مثال، می توانیم تابع های صورت و مخرج را به صورت ضرب یک چندجمله ای در x   -1 بنویسیم 

و با ساده سازی به شکل زیر حد را محاسبه کنیم.

lim( )( )lim lim lim
( )( ) lim

x

x x x
x

xx x x x x
x x x xx

→
→ → →

→

−− + − − − −
= = = =

− + + +−

2
1

21 1 1
1

23 2 1 2 2 1
1 1 1 1 21

توجه داشته باشید که در محاسبات بالا، مقادیر x -1 همواره ناصفراند )زیرا x هیچ گاه برابر 1 نخواهد 
شد( پس این عامل را می توان از صورت و مخرج ساده کرد. در حالت کلی، وقتی تابع های صورت و 
مخرج چندجمله ای باشند و حد هر دو تابع در نقطه ای مانند a صفر شوند، می توان آنها را به صورت 

ضرب عواملی در x -a نوشت و عامل x -a را از صورت و مخرج ساده کرد.
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مثال 19 

 را با دامنة (0,2) در x =2 بررسی کنید.
( )
x

x

−

−

2

2
4
2

حد تابع 

در این مثال نیز حد تابع صورت و تابع مخرج این کسر در x =2 صفر است و با یک حالت مبهم روبه رو 
هستیم. صورت و مخرج را به شکل ضرب عامل هایی در x -2 می نویسیم و پس از ساده سازی آن، به 

x می رسیم. پس از این ساده سازی، به یک تابع کسری می رسیم که حد تابع صورت در 
x
+
−

2
2

کسر 

نقطة x =2 عددی ناصفر است ولی حد تابع مخرج کسر در این نقطه صفر است. بنابراین تابع کسری 
داده شده، در نقطة x =2 حد ندارد.

نتیجۀ به دست آمده را به کمک شکل بهتر می توانید بررسی کنید.

      -10    -8      -6      -4      -2     0        2      4       6       8      10                      

10

8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

x

y

مثال 20 

} را در صفر به دست آورید. } − 0 )sin با دامنة  ) x
f x

x
= حد تابع 

تابع f، یک تابع کسری است که حد تابع صورت و تابع مخرج آن در نقطة صفر، برابر صفر است. پس 
با یک حالت مبهم روبه رو هستیم. در اینجا تابع صورت، چندجمله ای نیست و نمی توانیم از روش 
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کار در کلاس٥
وجود حد تابع های زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید. در صورت وجود حد، آن را بیابید و 

با نماد حد بنویسید. 

.x =  3 در { }− 3 x با دامنة 
x
−
−

2 9
3

الف( تابع 

} در x  =0 )راهنمایی: این تابع را به صورت  },− −2 0 ) با دامنة  )sin
( )

x x
x x
+

+
1

2
ب( تابع 

ضرب دو تابع مناسب بنویسید(.

.x = -4 در { },− −4 4 x با دامنة  x

x

+ −
−

2

2
4

16
پ( تابع 

نقطة حدگیری،  نزدیکی های  در  تابع  مقادیر  مستقیم  محاسبة  روش  اما  کنیم.  استفاده  ساده سازی 
همواره قابل انجام است. حد این تابع را با این روش، در »   کار در کلاس )1(« به دست آورده ایم و 

دیدیم که این تابع در نقطة صفر حد دارد و حد آن 1 است.

sinlim
x

x
x→

=
0

1

اگر برای محاسبة حد یک تابع، نتوانیم از روش هایی مانند ساده سازی و روش های دیگر استفاده کنیم، 
همواره می توان از روش محاسبة مستقیم مقادیر تابع در نزدیکی های نقطة حدگیری استفاده کنیم 
و با تشکیل جدول مقادیر تابع در نزدیکی های نقطة حدگیری، وجود حد، مقدار حد یا نبود حد را 

حدس بزنیم. 
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مسائل
١  حد تابع های زیر را در نقطة داده شده، در صورت وجود، بیابید.

.a در نقطة دلخواه  الف( تابع g   (x   ) = x   3 -2 x با دامنة 

.x =1 و در نقطة x =3 با دامنة (5   ,1) در نقطة ( ) x
f x

x

+
=

−

2

2
1
1

ب( تابع 

.a در نقطة دلخواه { }− −1 ) با دامنة  ) x x
h x

x
−

=
+

3

1
پ( تابع 

) با دامنة (2-   ,∞   -) در 2- را در صورت وجود بیابید. ) x x
h x

x

+ −
=

−

2

2
2

4
٢  حد تابع 

 را در نقطة دلخواه a بیابید. ) با دامنة  ) x x
h x

x

− −
=

+

2

2
4

4
٣  حد تابع 

} در چه نقاطی حد ندارد؟ },− −2 2 ) با دامنة  ) x
f x

x

+
=

−2
2
4

٤  تابع 

} را در نظر بگیرید. وجود حد این تابع را در  },− 0 1 ) با دامنة  ) x x
f x

x x

+
=

−

2

2
٥  تابع 

نقاط صفر و 1 بررسی کنید.
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} را در نظر بگیرید. },− 0 1 ) با دامنة  )sin( )
( )

x x x
g x

x x

+
=

−

3

2 1
٦  تابع 

الف( آیا این تابع در صفر حد دارد؟ حد آن را در صورت وجود بیابید.

ب( آیا این تابع در 1 حد دارد؟ حد آن را در صورت وجود بیابید.
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استانداردهای ارزشیابی پودمان ٢

عنوان 
پودمان

تکالیف 
عملکردی 
)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکرد 
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان دوم: 
درک مفهوم 

حد

انجام محاسبات 
مربوط به حد 

تابع ها

حل مسائل 
مرتبط با حد 

تابع ها

بالاتر از 
حد انتظار

کتاب  و  کلاس  در  حل نشده  مسائل  حل   
درسی مرتبط با حد تابع ها

3

در حد 
انتظار

 حل مسائل مشابه مسائل حل شده در کلاس 
و مشابه کتاب درسی مرتبط با حد تابع ها

2

پایین تر از 
حد انتظار

 تشخیص وجود حد و یافتن مقدار آن از روی 
نمودار و جدول

 محاسبه حد مجموع، حاصل ضرب و تقسیم 
تابع ها

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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انجام مي شوند.  اكثر تغييرات كميت ها در طبيعت به صورت تدريجي و پيوسته 
اما در برخي موارد به نظر مي رسد اين تغييرات ناگهاني و ناپيوسته هستند. براي 
زمان ها  برخي  در  مي شود  ديده  بالا  شكل  در  كه  آونگي  حركت  سرعت  مثال، 
به طور ناگهاني كم يا زياد مي شود. اگر آونگ سمت چپ را به بالا بريم و رها كنيم، 
سرعت آونگ به طور تدريجي و پيوسته افزايش مي يابد، اما با برخورد با آونگ 
ساكن، به کیباره آونگ سمت چپ مي ايستد و سرعت آونگ صفر مي شود. پس 
از مدتي، مجدداً با برگشت انرژي، اين آونگ سرعت مي گيرد و اين حركت تكرار 

مي شود.
در اين مثال، كميت سرعت آونگ در برخي نقاط تغييرات دفعي و ناپيوسته دارد 

و در نقاط ديگر تغييرات تدريجي و پيوسته دارد.

پودمان سوم
مقایسه حدهای یک طرفه و دوطرفه و 
پیوستگی تابع ها
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1ـ حدهای یک طرفه و دوطرفه

حمید به هنگام محاسبة حد برخی تابع ها به نکتة خاصی پی برد.
حمید پرسید: برای محاسبة حد برخی تابع ها در یک نقطه مانند a، می توان متغیر x را هم با مقادیر بزرگ تر 
از a و هم با مقادیر کوچک تر از آن به a نزدیک کرد. وقتی در محاسبة حد یکی از این تابع ها متغیر x را 
با مقادیر کوچک تر از a به آن نزدیک کردم، مقادیر تابع به عدد 5 نزدیک شدند. ولی وقتی متغیر x را با 
مقادیر بزرگ تر از a به آن نزدیک کردم، مقادیر تابع به عدد 2 نزدیک شدند. در چنین وضعیتی، حد تابع 

در a کدام مقدار خواهد بود؟
دبیر گفت: جواب سؤال شما را خواهم داد؛ ولی قبل از صحبت کردن دربارة این وضعیت ها، بهتر است این 
تابع سه حالت می تواند داشته  به دامنة یک  نقطة حدگیری نسبت  نام گذاری کنیم. وضعیت  را  حالت ها 

باشد. فرض کنید تابعی در بازة (a , b) تعریف شده باشد و c نقطه ای از دامنة تابع باشد.

حالت )1(: اگر نقطة حدگیری a باشد، از نقاط دامنة تابع، 
فقط با مقادیر بزرگ تر از a می توان به a نزدیک شد.

در این حالت، مقادیر متغیر، فقط سمت راست a خواهند 
نوع حدگیری،  برای مشخص کردن  به همین دلیل  بود. 

این نوع حدگیری را حد یک طرفة راست می نامند.

حالت )2(: اگر نقطة حدگیری b باشد، از نقاط دامنة تابع، 
فقط با مقادیر کوچک تر از b می توان به b نزدیک شد.

در این حالت، مقادیر متغیر،  فقط سمت چپ b خواهند 
نوع حدگیری،  برای مشخص کردن  به همین دلیل  بود. 

این نوع حدگیری را حد یک طرفة چپ می نامند.

با مقادیر  با مقادیر بزرگ تر و هم  تابع، هم  از نقاط دامنة  باشد،   c حالت )3(: اگر نقطة حدگیری 
از c می توان به c نزدیک شد. یعنی دامنة تابع دو طرف نقطة c را در بردارد.  کوچک تر 

نوع  برای مشخص کردن  دلیل  به همین  بود.  c خواهند  در دو طرف  متغیر  مقادیر  این حالت،  در 
می نامند. دو طرفه  حد  را  حدگیری  نوع  این  حدگیری، 

اگر  بوده است. در حدهای دوطرفه،  بررسی کردم، یک حد دوطرفه  که من  حمید گفت: پس، آن حدی 
یک بار متغیر را فقط از چپ و یک بار متغیر را فقط از راست به نقطة حدگیری نزدیک کنیم، ممکن است 

مقادیر تابع به اعداد متفاوتی نزدیک شوند. دربارة این اعداد چه باید بگوییم؟

xa b0 c

y
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دبیر گفت: در حدهای دوطرفه در یک نقطه، اگر متغیر را فقط از سمت چپ به آن نقطه نزدیک کنیم و 
حدی برای مقادیر تابع به دست آوریم، آن را حد چپ تابع در آن نقطه می نامند. به طور مشابه، اگر متغیر 
را فقط از سمت راست به آن نقطه نزدیک سازیم و حدی برای مقادیر تابع به دست آوریم، آن را حد راست 
تابع در آن نقطه می نامند. روشن است که اگر این دو مقدار مساوی نباشند، مقادیر تابع به عدد خاصی 
نزدیک نشده اند و باید بگوییم تابع در این نقطه حد ندارد. اما اگر این دو مقدار مساوی باشند، می توانیم 
بگوییم تابع در این نقطه حد دارد و حد آن همان مقدار یکسان حد چپ و حد راست در آن نقطه است. 

مثال 1

) با دامنة (2 , 2-) را از لحاظ یک طرفة چپ و یک طرفۀ  )f x x= − 24 چگونگی حد تابع 
راست و دوطرفه بودن، در نقاط 2 و 2- و صفر بررسی کنید.

نقطة 2-  ، یک حد یک طرفة  تابع در  این  حد 
راست است، زیرا از نقاط دامنة این تابع، فقط 
از راست می توان به 2- نزدیک شد. اما حد این 
تابع در نقطة 2، یک حد یک طرفه چپ است. 
زیرا، از نقاط دامنة این تابع، فقط از چپ می توان 
به 2 نزدیک شد. حد این تابع در نقطة صفر، یک 
حد دوطرفه است؛ زیرا از نقاط دامنة این تابع، از 

دو طرف می توان به صفر نزدیک شد.

)  f در دامنة( x دوطرفه باشد. اگر با نزدیک شدن مقادیر a در یک نقطة f فرض کنید حدگیری یک تابع 
از سمت چپ به a، مقادیر f   (x) به عدد L1 نزدیک شوند، عدد L1 را حد چپ f در a می نامند و با 
lim نشان می دهند. این نماد به صورت »حد چپ f در a« یا »حد f  (x) وقتی x از  ( )

x a
f x

−→
نماد 

چپ به a میل می کند« خوانده می شود.
 L2 به عدد f  (x) مقادیر ،a از سمت راست به )  f در دامنة( x به طور مشابه، اگر با نزدیک شدن مقادیر
lim نشان می دهند. این نماد  ( )

x a
f x

+→
نزدیک شوند، عدد L2 را حد راست f در a می نامند و با نماد 

نیز به صورت »حد راست f در a« یا »حد f  (x) وقتی x از راست به a میل می کند« خوانده می شود.
شرط وجود حد دوطرفه در یک نقطه، وجود حد چپ و حد راست در آن نقطه و تساوی این حدهاست. 

مقدار یکسان این حدها، همان حد تابع در آن نقطه است. 

     -2                                                                                     2    
x

y

0
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رابطة حدهای دوطرفه با حد چپ و حد راست در یک نقطه
فرض کنید حدگیری f در نقطة a یک حد دوطرفه باشد. وجود حد f در a معادل با آن است 

که حد چپ و حد راست f در a موجود و مساوی هستند، یعنی:

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x L
− +→ →

= =

مقدار L، همان حد دوطرفة f در a است.

مثال 2

حد چپ و حد راست تابع زیر را )در صورت وجود( در نقطة 4 به دست آورید. آیا این تابع 
در 4 حد دارد؟

( )
x x

g x x
x

+ ≤
= 

+ <

1 4

3 42

با توجه به اینکه قانون تابع در دو طرف 4 با هم متفاوت است، حد چپ و حد راست در 4 را جداگانه 
محاسبه می کنیم. قانون این تابع در سمت چپ 4 به صورت x + 1 و در سمت راست 4 به صورت 

x است. بنابراین: + 32
lim ( ) lim ( )

x x
g x x

− −→ →
= + =

4 4
1 5

lim ( ) lim ( )
x x

x
g x

+ +→ →
= + =

4 4
3 52

ملاحظه می شود حد چپ و حد 
راست در 4 مساوی هستند، این 
تابع در 4 حد دارد و حد آن عدد 
5 است. نمودار این تابع نیز نشان 
می دهد که با نزدیک شدن متغیر 
از چپ و از راست به 4 ، مقادیر 

تابع به 5 نزدیک می شوند.
-4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      

8

7

6

5

4

3

2

1

-1

x

y

g( x )

g( x )

x
lim g( x )

+→
=

4
5

x
lim g( x )

−→
=

4
5

x x
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مثال 3
حد چپ و حد راست تابع زیر را )در صورت وجود( در نقطة 3 به دست آورید. آیا تابع در 3 

حد دارد؟

( )
x x

f x x
x

− <
= 

+ <

1 3

3 33

x است. بنابراین: + 33 قانون این تابع در سمت چپ 3 به صورت x - 1 و در سمت راست 3 به صورت 

lim ( ) lim ( )
x x

f x x
− −→ →

= − =
3 3

1 2

lim ( ) lim ( )
x x

x
f x

+ +→ →
= + =

3 3
3 43

 3 در  راست  حد  و  چپ  حد  اینکه  به  توجه  با 
مساوی نیستند، این تابع در 3 حد ندارد. نمودار 
تابع، تفاوت حد چپ و حد راست در نقطة 3 را 

می دهد. نشان 

مثال 4

بگیرید. حد  نظر  در  روبه رو  نمودار  با  را   f تابع 
 چپ و حد راست و وجود حد این تابع را در نقطة

x = 5 بررسی کنید.

نمودار نشان می دهد که وقتی از سمت راست روی 
محور طول ها به 5 نزدیک می شویم، مقدار تابع روی 
از  اما، وقتی  محور عرض ها به 3/5 نزدیک می شود. 
سمت چپ روی محور طول ها به 5 نزدیک می شویم، 

      -6     -4      -2      0        2       4      6       8      10      

8

6

4

2

-2

x

y

x
lim f( x )

+→
=

3
4

x
lim f( x )

−→
=

3
2

xx
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مقدار تابع روی محور عرض ها به 3 نزدیک می شود. بنابراین، این تابع در 5 حد ندارد ولی حد چپ 
و حد راست دارد. 

lim ( )
x

f x
−→

=
5

3

lim ( ) /
+→

=
5

3 5
x

f x

مثال 5

 و قانون زیر در نظر بگیرید. تابع S را با دامنة 

( )
x

S x x

x x

− <


= =


+ <
2

1 0
0 0

1 0

وضعیت حد این تابع را در نقاط 2، صفر و 2- تعیین کنید و بیان کنید این تابع در چه نقاطی 
حد دارد و در چه نقاطی حد ندارد؟

اعداد  است.  روبه رو  شکل  مانند  تابع  این  نمودار 
در  تابع  قانون  و  هستند  مثبت   ۲ نقطة  نزدیک 

بنابراین: است.   x 2 + 1 صورت  به   ۲ نزدیک 

lim ( ) lim ( )
x x

S x x
→ →

= + =2
2 2

1 5

به طور کلی، اگر a یک عدد مثبت باشد، اعداد 
 S نیز مثبت خواهند بود و قانون تابع a نزدیک
 S است. پس تابع x 2 + 1 به صورت a در نزدیک

در a حد دارد و حد آن برابر a 2 + 1 است.
اعداد نزدیک نقطة ۲- منفی هستند و قانون تابع در نزدیک ۲- به صورت S  (x) = -1 است. بنابراین:

lim ( ) lim ( )
→− →−

= − = −
2 2

1 1
x x

S x

 b در نزدیک S نیز منفی خواهند بود و تابع b یک عدد منفی باشد، اعداد نزدیک b به طور کلی، اگر
به صورت تابع ثابت S  (x) = -1 است. پس تابع S در b حد دارد و حد آن برابر 1- است.  

اما قانون تابع S در دو طرف صفر با هم متفاوت است. حد چپ و حد راست این تابع را در صفر بررسی 
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می کنیم. در سمت چپ صفر، S تابع ثابت 1- است. اما، در سمت راست صفر، قانون S به صورت 
x2  +  1 است. پس:

lim ( ) lim ( )
x x

S x
− −→ →

= − = −
0 0

1 1

lim ( ) lim ( )
x x

S x x
+ +→ →

= + =2
0 0

1 1

با توجه به مساوی نبودن حد چپ و حد راست در صفر، تابع S در صفر حد ندارد.

تابع های زیر را در نظر بگیرید. با بررسی حد چپ و حد راست در نقاط داده شده، وجود حد در 
این نقاط را بررسی کنید.

.  x = 0 در ( ) x x x
f x

x x

 + <= 
− <

2 0
1 0

الف(    

.  x = 1 در ( )
x x x

g x x

x x x

 − <


= =


− <

2

2

2 1
5 1

5 4 1

ب(   

.  x = 2 با نمودار روبه رو در h پ( تابع

کار در کلاس1
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١  نمودار یک تابع به صورت زیر داده شده است. وجود حد این تابع را در نقاط 2-  ، صفر، 2 

و 3 بررسی کنید.

٢  آیا تابع زیر در x = 2 حد دارد؟

( ) x x
g x

x x

 − ≤= 
− <

22 2
4 2

 به شکل زیر است. آیا این تابع در صفر حد دارد؟ حد  3  نمودار تابع |   f   (x) = |x با دامنة 

آن را در صورت وجود بیابید.
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٤  تابع دو ضابطه ای زیر را در نظر بگیرید. 

( )
ax x

g x
x a x

+ < −= 
+ − <

2
2 1

1
	

الف( آیا این تابع در نقطة x = -1 حد چپ و حد راست دارد؟

ب( a را به گونه ای تعیین کنید که این تابع در نقطة x = -1 حد داشته باشد.

٥  نمودار تابعی را رسم کنید که دامنۀ آن بازۀ ]5 , 0[ باشد و حد چپ و حد راست در نقطة 

x = 4 آن با هم متفاوت باشند.

 معرفی کنید که حد چپ آن در نقطۀ 2 برابر 1- و حد راست آن در  ٦  تابعی با دامنۀ 

نقطۀ 2، برابر 5 باشد.

٧  تابعی دو ضابطه ای بنویسید که در صفر حد راست داشته باشد، ولی در صفر حد چپ 

باشد. نداشته 
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2ـ پیوستگی تابع ها

امروز، حمید سؤال جالب توجهی را مطرح کرد.
حمید گفت: در مسئلة یافتن ارتفاع هواپیما در لحظة 
اصابت موشک، به دلیل آنکه آن لحظه در دامنة تابع 
نبود ما ناچار بودیم از حدگیری استفاده کنیم. اما، در 
لحظه هایی که ارتفاع هواپیما را داریم، اگر از حدگیری 
استفاده کنیم، آیا همان ارتفاع هواپیما در آن لحظه ها 

به دست می آید؟
سعید گفت: من فکر میک نم، وقتی ارتفاع هواپیما را 
در یک لحظة خاص بدانیم، به حدگیری نیازی نداریم. 
اما اگر از روش محاسبة حد استفاده کنیم، مگر ممکن 

است عدد دیگری به دست آید؟ 
دبیر گفت: به دلیل پیوستگی حرکت هواپیما، حدِ تابعِ 
ارتفاعِ هواپیما در هر لحظه، همان ارتفاعِ هواپیما در 
همان لحظه )یعنی، مقدار تابع در آن نقطه( می باشد. 

x

y

حمید گفت: آیا چنین وضعیتی برای همة تابع ها برقرار است؟ 
دبیر گفت: خیر، در حالت کلی این طور نیست. تابع هایی که تغییرات آنها تدریجی نیست بلکه دفعی و 

ناگهانی است، این خاصیت را ندارند. برای مثال تابعی را با نمودار صفحۀ بعد در نظر بگیرید.
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این تابع در نقطة x = 2 حد ندارد ولی حد چپ و حد راست دارد که با هم متفاوت هستند. تابع در این 
نقطه تغییرات دفعی دارد و مقدار تابع برابر حد چپ یا حد راست نیست. 

به عنوان مثال، آونگی را به شکل روبه رو  در نظر بگیرید 
که از چند آونگی که با هم در تماس هستند، تشکیل 

شده است. 
سرعت  می کنیم.  رها  و  برده  بالا  را  چپ  سمت  آونگ 
ابتدا سرعت  این آونگ تابعی از زمان است. آونگ در 
یکباره  به  بعدی  آونگ  به  برخورد  با  ولی  می گیرد 
انتقال حرکت،  با  تا مدتی ساکن می ماند.  و  می ایستد 
ارتفاع  بالاترین  به  و  می گیرد  سرعت  مجدداً  ناگهان 
دوباره  و  می کند  لحظه ای  توقف  آنجا  در  می رسد. 
به  سمت پایین سرعت می گیرد و مجدداً در برخورد با 
آونگ بعدی به یکباره می ایستد. این حرکت به تعداد 
زیاد تکرار می شود. سرعت آونگ در لحظات برخورد 
با آونگ بعدی تغییرات دفعی دارد و سرعت آونگ به 

می شود. صفر  یکباره 
برای دیدن وضعیت تابع هایی که تغییرات دفعی دارند و نمودار آنها گسستگی دارد و وضعیت تابع هایی که 

تغییرات تدریجی دارند و نمودار آنها پیوستگی دارد، فعالیت صفحه بعد را انجام دهید.
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) با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده  )
x x x

f x
x x x

− + ≤ ≤= 
− + + < ≤

2

2
6 0 3

6 2 3 5
1   نمودار تابع 

است.
الف( از روی نمودار تابع، حد چپ، حد راست و حد این تابع 

را در نقطة x = 3 بررسی کنید.

ب( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

) با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده است. ) x x x
g x

x

− + ≠= 
=

2 6 3
11 3

٢  نمودار تابع 

الف( از روی نمودار تابع، حد این تابع را در نقطة x = 3 بررسی 

کنید.

ب( آیا حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه، مساوی 
است؟

پ( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

فعالیت 1
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تعریف

٣  نمودار تابع h  (x) = -x2 + 6x با دامنة ]5 , 0[ در زیر رسم شده است.

الف( از روی نمودار تابع، حد این تابع در نقطة x = 3 را بررسی 
کنید. 

ب( آیا حد تابع در این نقطه با مقدار تابع در این نقطه، مساوی 
است؟

پ( وضعیت پیوستگی نمودار این تابع در نقطة x = 3 چگونه 
است؟

در این فعالیت، وضعیت سه تابع را از لحاظ پیوستگی نمودار و حد تابع در یک نقطه بررسی کردید. 
مشاهده می کنیم که وقتی حد تابع در یک نقطه وجود ندارد )وضعیت 1( یا اگر وجود دارد، مقدار حد 
 با مقدار تابع در آن نقطه مساوی نیست )وضعیت 2(، نمودار تابع در آن نقطه دارای گسستگی است.
است  نقطه مساوی  آن  در  تابع  مقدار  با  و  است  موجود  نقطه  در یک  تابع  در وضعیتی که حد  اما 
)وضعیت 3(، نمودار تابع در آن نقطه گسستگی ندارد. در چنین وضعیتی می گویند تابع در آن نقطه 

پیوسته است. به طور کلی، تعریف پیوستگی یک تابع به شکل زیر است.

پیوستگی تابع
تابع f و یک نقطة a از دامنة آن را در نظر بگیرید. می گوییم تابع f در نقطة a پیوسته است، 
. در غیر این صورت می گوییم تابع f در  lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
= هرگاه حد f در a موجود باشد و 

نقطة a ناپیوسته است.
اگر تابعی در همة نقاط دامنة خود پیوسته باشد، آن را تابعی پیوسته می نامند.

پیوسته  می بریم  به کار  آنها  توصیف  برای  که  تابع هایی  و  دارند  پیوستگی  طبیعی  پدیده های  اکثر 
می باشند. 
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مثال 6

 x   =   2 و x   =  0 در نظر بگیرید و پیوستگی آن را در نقاط  تابع f را با قانون زیر و دامنة 
بررسی کنید.

( ) x xf x
x

 ≠= 
=

2 0
3 0

 .f   (0)  =  3 اما  است،  صفر  برابر   x  = 0 در  تابع  این  حد 
است. ناپیوسته  صفر  در  تابع  این  بنابراین، 

نقاط  برای   f تابع  قانون  و  هستند  ناصفر   2 نزدیک  نقاط 
بنابراین:  است؛   x2 همان   2 نزدیک 

lim ( ) lim
x x

f x x
→ →

= = =2 2
2 2

2 4

از طرف دیگر f    (2) = 22 = 4، بنابراین 

lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
2

2 	

یعنی تابع f در نقطۀ 2 پیوسته است.

مثال 7

 در نظر بگیرید. پیوستگی تابع را در نقطة x = 1 بررسی  تابع g را با قانون زیر و دامنة 
کنید.

( ) x xg x
x x

 − ≤= 
+ <

23 1
1 1

.g  (1) = 3 - 12 = 2 برابر 2 می باشد، زیرا x = 1 مقدار این تابع در
 x = 1 از آنجا که قانون تابع در دو طرف 1 با هم متفاوت است، حد چپ و حد راست این تابع را در

جداگانه بررسی می کنیم.
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lim ( ) lim ( )
x x

g x x
+ +→ →

= + = + =
1 1

1 1 1 2

lim ( ) lim ( )
x x

g x x
− −→ →

= − = − =2 2
1 1

3 3 1 2

حد چپ و حد راست در نقطة x = 1 وجود دارند و با هم 
مساوی هستند، پس حد تابع در این نقطه موجود است و 
همان عدد 2 است. مقدار تابع در این نقطه نیز 2 می باشد. 

بنابراین، تابع در این نقطه پیوسته است.

مثال 8

 پیوسته است؟ آیا تابع |  f  (x) = |x با دامنة 

را  تابع  مقدار  و  تابع  این  حد  برابری  باید 
مثال  این  در  کنیم.  بررسی  نقاط  همة  در 
می توانیم در سه حالتِ مثبت و منفی و صفر 

بودنِ اعداد، پیوستگی را بررسی کنیم.
اگر a یک عدد مثبت باشد، xهای ) به اندازه 
کافی( نزدیک a نیز مثبت هستند. بنابراین: 

lim ( ) lim | | lim
x a x a x a

f x x x a
→ → →

= = =

f   (a) = |a  | = a    :داریم a با توجه به مثبت بودن
lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= در نتیجه 

اگر a یک عدد منفی باشد، xهای )به اندازه کافی( نزدیک a نیز منفی هستند و در نتیجه مقادیر 

f  (x) برابر x- هستند. بنابراین: 
lim ( ) lim | | lim ( )
x a x a x a

f x x x a
→ → →

= = − = −

. lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= با توجه به منفی بودن a داریم f   (a)  =  |a  |  =  -a. بنابراین
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اگر a = 0، حد چپ و حد راست این تابع در 
صفر، برابر صفر است، بنابراین:

lim | | | |
x

x
→

= =
0

0 0

 در  به این ترتیب، حد تابع |  x| با دامنة 
همة نقاط مثبت و منفی و صفر برابر مقدار 
پیوسته  تابع،  این  و  است  نقاط  آن  در  تابع 

است.

بسیاری از تابع هایی که می شناسیم پیوسته 
 x تابع  و   b  x نمایی  تابع   ،cos x و   sin x تابع های  چندجمله ای،  تابع های  مثال،  برای  هستند. 

پیوسته هستند. برای هر نقطة a از دامنة این تابع ها داریم:

lim sin sin
x a

x a
→

=
	

lim cos cos
x a

x a
→

=
	
	

lim
x a

x a
→

= 	
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lim x a

x a
b b

→
=

	

x
a

y

ab

مثال 9

) با دامنة (∞+ , 0] در نقطة x = 9 پیوسته است؟ )g x x x= −4 آیا تابع 

. ( )g = − =9 4 9 9 3 مقدار این تابع را در x = 9 به دست می آوریم. داریم: 

lim ( ) lim( ) lim lim ( )
x x x x

g x x x x x g
→ → → →

= − = − = − = =
9 9 9 9

4 4 4 9 9 3 9

بنابراین، این تابع در نقطة x = 9 پیوسته است. 
تابع،  این  دامنة  از  دیگر  نقطۀ  هر  در  بالا  محاسبة 
نقاط  همۀ  در  تابع  این  یعنی  دارد  مشابهی  نتیجۀ 

است. پیوسته  خود  دامنة 
9

3

x

y

 
x
1 سعید گفت: در کتابی خوانده ام که تابع 

} پیوسته است. }− 0
با دامنة 

اگر a نقطه ای از دامنة این تابع باشد، داریم 
a ≠0. ، با استفاده از حد تقسیم دو تابع داریم:

lim
lim lim

x a
x a

x a
x x a

→
→

→

= =
11 1

 
a
1

برابر   a نقطه  در  تابع  مقدار  طرفی  از 

است. پیوسته  تابع  این  بنابراین،  است. 

x

y

a
1

a

گفتگو



84

کار در کلاس1

سعید ادامه داد: من فکر میک ردم نمودار تابع های پیوسته نباید گسستگی داشته باشند، اما نمودار این 
تابع از دو قسمت جدا از هم تشکیل شده است. پس چرا آن را پیوسته می نامیم؟

دبیر گفت: ایدة اولیه مفهوم پیوستگی همین است که نمودار تابع های پیوسته نباید گسستگی داشته باشند، ولی 
این ایده در جایی اعتبار دارد که دامنة تابع یک بازه باشد. اگر دامنة یک تابع از اجتماع چند بازۀ جدا از هم تشکیل 

(، نمودار تابع نیز از چند قسمت جدا از هم تشکیل خواهد شد. در  { }− 0
 با دامنۀ 

x
1 شده باشد )مانند تابع 

 این حالت گسستگی نمودار تابع به دلیل چند قسمت بودن دامنة آن است. در مثال ذکر شده دامنه، مجموعۀ
)0 , ∞-( است.   )0  ,  + ∞(

سعید پرسید: آیا از روی نمودار تابع ها می توان پیوستگی آنها را تشخیص داد؟
دبیر گفت: بله. تابع های پیوسته آنهایی هستند که نمودارشان در هر بازه از دامنه شان پیوستگی داشته 

باشند.

1( پیوستگی تابع های زیر را در نقاط داده شده بررسی کنید.

.t = π در  الف( g  (t ) = sin t + cos t با دامنة 

.x = 0 در ( )
x

x x x
f x

x x

 + ≤= 
− <

2 0

2 0
ب( 

.  x = -1 با دامنة ]1 , 1-[ در ( )h x x= − 21 پ( 

) پیوسته است؟ , )π0 2
) با دامنۀ  ) sin=

1
f x

x
2( آیا تابع 



85

مسائل

 در x = 1 پیوسته است؟ نمودار این تابع را رسم کنید. ١  آیا تابع زیر با دامنة 

( )
x x

h x x

x x

 + <


= =
 <

21 1
0 1
2 1

 پیوسته است؟  ٢  آیا تابع زیر با دامنة 

sin
( )

x
x

g x x
x

 ≠= 
 =

0

1 0

٣  تابع f را با قانون زیر و دامنة ]3 , 0[ در نظر بگیرید. نمودار این تابع را رسم کنید. در چه 

نقاطی این تابع ناپیوسته است؟ چرا؟

( )
x

f x x

x

≤ <
= ≤ <
 ≤ ≤

1 0 1
2 1 2
1 2 3

, پیوسته است؟ π 
 
 
0 2 )cos با دامنة  ) sin

x
g x

x
=

−

2

1 ٤  آیا تابع 

 بنویسید که در صفر ناپیوسته باشد. ٥  یک تابع با دامنة 
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 به شکل زیر است. آیا این تابع پیوسته است؟ ٦  نمودار یک تابع با دامنة 

-1             0                 1                2              

2

1

-1

x

y

-9      -8      -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      10

2

1

-1

-2

x

y

تابع  این  آیا  است.  زیر  به شکل   ( , ) ( , ) ( , )−1 0 0 1 1 2  دامنة  با  تابع  ٧  نمودار یک 

است؟ پیوسته 

دامـنـۀ  بـا   ( )
sin

f x
x

= 2
1 تـابـع   8

روبه رو در  نمودار  با  را   ( , ) ( , )π π π0 2

نظر بگیرید.
الف( آیا f در دامنۀ خود پیوسته است؟

ب( بدون محاسبه، مقدار حد تابع f در نقطۀ 

x را روی شکل نشان دهید. π
= 6x

y

7

6

5

4

3

2

1

-1

 -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8 
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استانداردهای ارزشیابی پودمان سوم

عنوان 
پودمان

تکالیف 
عملکردی 
)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکردی
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان سوم: 
مقایسۀ 
حدهای 

یک طرفه و 
دوطرفه و 
پیوستگی 

تابع ها

انجام محاسبۀ 
حدهای 

یک طرفه و 
حل مسائل دوطرفه

مرتبط با 
تابع های 
پیوسته و 
ناپیوسته

بالاتر از 
حد انتظار

واقعی  زندگی  مسائل  حل  و  مدل سازی   
)مسائل حل نشده در کلاس و کتاب درسی( 
و  دوطرفه  و  یک طرفه  حدهای  با  مرتبط 

تابع ها پیوستگی 

3

حد انتظار
 حل مسائل مشابه مسائل حل شده در کلاس 
و  پیوسته  تابع های  با  مرتبط  درسی  کتاب  و 

ناپیوسته
2

مدل سازی 
وضعیت های 
مسئله ای به 

کمک تابع های 
پیوسته و 
ناپیوسته

پایین تر از 
حد انتظار

 درک و کاربرد صحیح مفاهیم و روابط برای 
تعیین وضعیت و محاسبه حد توابع

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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درک شهودی از مفهوم سرعت از مدت ها قبل وجود داشته و فیزیکدانان با آن 
آشنا بوده‌اند اما ارائة فرمول دقیق برای محاسبة سرعت  و تعیین اندازة آن، به 
کمک مفاهیم ریاضی انجام شده‌است. با استفاده از معادلة حرکت و مشتق‌گیری 
تجهیزات  امروزه  آورد.  به‌دست  را  متحرک  یک  سرعت  معادلة  می‌توان  آن  از 
سرعت  وسایل  این  از  استفاده  با  دارد،  وجود  سرعت  تعیین  برای  پیشرفته‌ای 

ایمن فراهم می‌شود. رانندگی  برای  نقلیه کنترل و شرایط  وسیلة 

پودمان چهارم

درک مفهوم مشتق
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1ـ مشتق تابع ها

درس امروز ما با موضوع »مسئلة نیوتن در محاسبة 
سرعت اجسام متحرک« شروع شد.

دبیر گفت: نیوتن فیزیکدانی بود که حدوداً سیصد 
سال پیش زندگی می کرد. آن زمان کسی نمی دانست 
سرعت اجسام متحرک را چگونه می توان محاسبه 
کرد. چه کسی می داند سرعت متحرکی که به طور 
یکنواخت حرکت می کند )حرکت با سرعت ثابت(، 

چگونه اندازه گیری می شود؟
که  متحرک هایی  سرعت  اندازه گیری  گفت:  سعید 

با سرعت ثابت حرکت می کنند، ساده است؛ کافی است مسافت طی شده توسط متحرک )   l  ( در یک بازۀ 
زمانی را پیدا کنیم و آن را بر زمان سپری شده (t  2 - t  1) تقسیم کنیم.

− = v = سرعت متحرک
l

t t2 1

دبیر گفت: آیا فرقی می کند که در کدام بازة زمانی مسافت طی شده را حساب کنیم؟
سعید گفت: خیر، فرقی نمی کند. با توجه به اینکه سرعت ثابت است، تقسیم مسافت طی شده بر زمان 

سپری شده در هر بازة زمانی، مقدار ثابتی است که همان سرعت متحرک است.
و  است  تغییر  حال  در  آنها  سرعت  و  ندارند  ثابت  سرعت  متحرک ها  موارد،  بیشتر  در  البته  گفت:  دبیر 
لحظه ای چنین  نیوتن، محاسبة سرعت  اصلی  دارند. مسئلة  متفاوتی  لحظه  های مختلف، سرعت های  در 

متحرک هایی بود. اگر شما به جای نیوتن بودید این مسئله را چگونه حل می کردید؟
حمید گفت: برای هر متحرکی )با سرعت ثابت یا غیرثابت( می توان مسافت طی شده در یک بازة زمانی را 
به دست آورد. من فکر می کنم با تقسیم مسافت طی شده بر زمان سپری شده، می توان سرعت متحرک را 

به دست آورد.
این صورت  در  باشد،  کرده  مختلفی حرکت  با سرعت های  متحرک  زمانی،  بازة  یک  در  اگر  گفت:  سعید 

تقسیم مسافت طی شده بر زمان سپری شده، کدام یک از آن سرعت ها را نشان خواهد داد؟
متوسط  سرعت  را  حرکت  زمان  به  زمانی،  بازة  یک  در  طی شده  مسافت  نسبت  فیزیک،  در  گفت:  دبیر 

متحرک در آن بازة زمانی می نامند.

l = مسافت طی شده

t 2 در لحظۀt 1 در لحظۀ
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فعالیت 1

حمید گفت: آیا می توان گفت که سرعت متوسط محاسبه شده با این روش، همان سرعت لحظه ای متحرک 
است؟

دبیر گفت: خیر، سرعت متوسط مربوط به هیچ لحظة خاصی نیست و در یک بازة زمانی محاسبه می شود. 
فقط در سرعت ثابت، سرعت متوسط همان سرعت متحرک در هر لحظه است.

سعید گفت: اگر طول بازة زمانی )زمان سپری شده( را کوچک در نظر بگیریم، آیا می توان گفت که سرعت 
متحرک در هر لحظه از آن بازه، تقریباً با سرعت متوسط در همان بازه برابر است؟

دبیر گفت: بله، ایدة خوبی است، ولی مسئلة ما یافتن مقدار تقریبی سرعت لحظه ای نیست، بلکه می خواهیم 
مقدار دقیق آن را به دست آوریم.

سرعت  از  بهتری  تقریب  می توانیم  کنیم،  کوچک  خیلی  را  زمانی  بازة  اگر  که  می کنم  فکر  گفت:  حمید 
لحظه ای به دست آوریم. 

دبیر گفت: آیا منظور شما آن است که عمل حدگیری انجام دهیم؟ 
حمید گفت: بله. فکر می کنم از این طریق می توان این مسئله را حل کرد.

دبیر گفت: بهتر است این پیشنهاد را در فعالیت زیر بررسی کنیم.

توپی را از بالای یک ساختمان به ارتفاع 16 متر ر ها می کنیم. 
تابع  با   t ر ها شدن در هر لحظة  نقطة  تا  توپ  این  فاصلة 
f   (t )  =  5t 2 محاسبه می شود که در آن t زمان برحسب ثانیه 

و f   (t ) فاصله برحسب متر است.
f   (1)  1 چه معنایی دارد؟ آن را محاسبه کنید.

چه   f   (1+h ) باشد،  مثبت  و  کوچک  عددی   h اگر    ٢

آورید.  به دست  را  آن  دارد؟  معنایی 

٣  توپ در بازة زمانی ]h+1,1[ چند متر حرکت کرده است و این حرکت چند ثانیه طول کشیده 

است؟ 

٤  سرعت متوسط توپ در بازة زمانی ]h+1,1[ تابعی از h است. این تابع را با v  (h ) نشان دهید. 

قانون تابع v  (h ) را بنویسید.

f( t)

t لحظۀ
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٥  جدول تابع v  (h ) را به ازای برخی  hهای کوچک و مثبت کامل کنید.

0/10/010/0010/00010 ←h

10/510/05......? ←v  (h )

lim چه چیزی را نشان می دهد؟ ( )
h

v h
→0

  ٦

٧  سرعت توپ در لحظة t  =1 چقدر است؟

است.  ر ها شدن  نقطة  از  توپ  فاصله  نشان دهندة   f  (t ) تابع 
:h برای یک مقدار مثبت و کوچک

نشان  را  آن  به  نزدیک  و   t  =1 از  بعد  زمانی   1+h عدد    
می دهد.

  ]h+1,1[ بازه ای از زمان های بعد از t  =1 و نزدیک به آن 
است.

با پاسخ به سؤالات )1( تا )4( سرعت متوسط این توپ در این 
 ]1,1+h[ بازه به دست می آید. طول زمان حرکت توپ در بازة

برابر h و مسافت طی شده برابر f (1+h) -f  (1) است. بنابراین، سرعت متوسط توپ در این بازه به صورت 

) است. با نزدیک کردن h به صفر، سرعت متوسط توپ به سرعت لحظه ای  ) ( )( ) f h f
v h

h
+ −

=
1 1

 t  =1 را می توان سرعت لحظه ای توپ در لحظة lim ( )
h

v h
→0

توپ در t  =1 نزدیک می شود. بنابراین، 

در نظر گرفت.
برای یافتن سرعت لحظه ای توپ در t  =1، باید به زمان های قبل از t  =1 نیز توجه کنیم1. برای یک 
 .(1+h <1) و نزدیک به آن را نشان می دهد t  =1 1 زمانی قبل از+h عدد ،h مقدار منفی و کوچک
[h  ,1+1] بازه ای از زمان های قبل از t  =1 و نزدیک به آن است. زمان حرکت توپ در این بازه برابر 

. h  <0 1 نوشت که+h 1ـ اعداد قبل از 1 را می توان به صورت

f(1)

1 + h

لحظۀ1
لحظۀ
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h منفی است،  آنکه  به  توجه  با   .  1-(1+h ) = -h با:  است 
h- مثبت است. مسافت طی شده در این بازه برابر است با 
f   (1)  -  f   (1  +  h). بنابراین، سرعت متوسط در این بازه برابر 

است با:

( ) ( ) ( ) ( )( ) f f h f h f
v h

h h
− + + −

= =
−

1 1 1 1

 t  =1 به صفر نزدیک می شود، برابر سرعت لحظه ای توپ در h در این حالت نیز حد این کسر وقتی
است؛ بنابراین سرعت توپ در لحظة t  =1 برابر است با حد دوطرفة زیر:

( ) ( )lim
h

f h f
h→

+ −
0

1 1

فرض کنید f تابعی دلخواه باشد. برای یک نقطه مانند a از دامنة این تابع، اگر h عددی کوچک باشد، 
تفاضل f    (a    +  h)  -  f  (a)، میزان تغییر مقادیر تابع f را وقتی متغیر از a به a   +  h تغییر می کند، نشان 
می دهد. میزان تغییر مقادیر متغیر برابر h است. نسبت تغییرات مقادیر تابع به تغییرات مقادیر متغیر 

عبارت است از:

( ) ( )f a h f a
h

+ −

 f    ′(a) می نامند و با a در f به صفر نزدیک می شود، در صورت وجود، مشتق h حد این کسر را وقتی
)خوانده می شود f پریم a( نشان می دهند. یعنی:

( ) ( )( ) lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −′ =
0

) نشان دهندة میزان تغییرات مقادیر تابع نسبت به میزان تغییرات متغیر  ) ( )f a h f a
h

+ − کسر 

در نقطة a است. بنابراین، حد این کسر وقتی h به صفر میل می کند، سرعت تغییرات مقادیر تابع 
نقطه،  تابع در یک  a نشان می دهد. پس، مشتق یک  نقطة  تغییرات مقادیر متغیر در  به  را نسبت 

نشان دهندة سرعت تغییرات مقادیر تابع نسبت به تغییرات مقادیر متغیر در آن نقطه است.

f(1 + h)

1 + h

1

لحظۀ
لحظۀ
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مشتق تابع در یک نقطه
فرض کنید f تابعی با دامنة Df باشد. برای نقطه ای مانند a از دامنة این تابع، حد زیر را در 

صورت وجود، مشتق f در a می نامند و با نماد f    ′(a) نشان می دهند.
( ) ( )( ) lim

h

f a h f a
f a

h→

+ −′ =
0

در این حالت می گوییم f در a مشتق پذیر است. اما، اگر حد بالا وجود نداشته باشد، می گوییم 
f در a مشتق پذیر نیست.

مثال 1

 a نقطة دلخواه  و   x    =  3 ،  x    =  1 نقاط را در    دامنة  با   f  (x ) =2x  + 1 تابع خطی  مشتق 
کنید. حساب 

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim
h h h h

f h f h h
f

h h h→ → → →

+ − + + − × +′ = = = = =
0 0 0 0

1 1 2 1 1 2 1 1 21 2 2
	

برای داشتن درک بهتر از نسبت تغییرات مقادیر تابع به 
تغییرات مقادیر متغیر، این تغییرات را روی نمودار این تابع 

بررسی می کنیم:
تغییرات  نسبت  می شود،  دیده  نمودار  در  که  همان طور 
مقادیر تابع به تغییرات متغیر در هر بازة ]h+1,1[، همان 
شیب خط است. بنابراین، مشتق این تابع خطی در نقطة 

x    =1 با شیب این خط برابر است.
مشتق این تابع در نقطة x   =3 به صورت زیر است.

( ) ( ) ( ( ) ) ( )( ) lim lim lim lim
→ → → →

+ − + + − × +′ = = = = =
0 0 0 0

3 3 2 3 1 2 3 1 23 2 2
h h h h

f h f h h
f

h h h

به طور کلی در نقطة دلخواه a، مشتق این تابع به صورت زیر است:

( ) ( ) ( ( ) ) ( )( ) lim lim lim lim
→ → → →

+ − + + − +′ = = = = =
0 0 0 0

2 1 2 1 2 2 2
h h h h

f a h f a a h a h
f a

h h h 	

بنابراین، مشتق این تابع در همة نقاط، مقدار 2 می باشد.

x

y

   1+h 1

3

2

1

f( h) f( )+ −1 1

h

تعریف
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مثال ٢

مشتق تابع خطی g  (x)=-4x    + 7 را در نقطة دلخواه a به دست آورید.

( )( ) ( )( ) ( )( ) lim lim
h h

a h ag a h g a
g a

h h→ →

− + + − − ++ −′ = =
0 0

4 7 4 7 	

lim lim( )
→ →

−
= = − = −

0 0

4 4 4
h h

h
h 	

در این مثال ها دیدیم مشتق این تابع های خطی در هر نقطه، همان شیب خط است. به طور کلی 
مشتق هر تابع خطی در هر نقطه، مقدار ثابتی است که همان شیب نمودار آن تابع خطی است. برای 
دیدن درستی این مطلب، تابع خطی دلخواه g  (x)=mx  +b را با شیب m در نظر بگیرید. مشتق این 

تابع را در یک نقطة دلخواه a به صورت زیر محاسبه می کنیم.

( )( ) ( )( ) ( )( ) lim lim
h h

m a h b ma bg a h g a
g a

h h→ →

+ + − ++ −′ = =
0 0 	

lim lim lim
h h h

ma mh b ma b mh
m m

h h→ → →

+ + − −
= = = =

0 0 0 	

( )g a m′ = lim پس: 
h

m m
→

=
0

با توجه به اینکه m عددی ثابت است، داریم: 

این ویژگی، به معنای آن است که سرعت تغییرات )افزایش یا کاهش( مقادیر تابع خطی در همة نقاط، 
یکسان است و برابر همان شیب نمودار آن تابع خطی است. 

مثال 3

 را در نقطة دلخواه a حساب کنید. مشتق تابع ثابت g  (x)  =  5 با دامنة 
( ) ( )( ) lim lim lim lim

h h h h

g a h g a
g a

h h h→ → → →

+ − −′ = = = = =
0 0 0 0

5 5 0 0 0 	

مشتق این تابع ثابت در همة نقاط صفر است. برای هر تابع ثابت دیگری نیز این محاسبه قابل تکرار 
است. بنابراین، مشتق هر تابع ثابت در هر نقطه صفر است. این نتیجه قابل پیش بینی بود، زیرا مشتق 
یک تابع نشان دهندة سرعت تغییرات تابع نسبت به تغییرات متغیر در هر نقطه است و تابع ثابت 

هیچ گونه تغییری ندارد؛ پس طبیعی است که مشتق آن صفر باشد.
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مثال 4

 را در نقطة x  =0 بررسی کنید. مشتق پذیری تابع |  f (x) = |x با دامنة 

| را بررسی کنیم.  | | |lim
h

h
h→

+ −
0

0 0 برای بررسی مشتق پذیری این تابع در x   = 0، باید وجود حد 

در محاسبة این حد، لازم است وضعیت |  h| را بشناسیم، یعنی علامت h باید مشخص باشد، بنابراین 
حد چپ و حد راست این تابع کسری را جداگانه بررسی می کنیم.

| | | | | |lim lim lim lim
h h h h

h h h
h h h+ + + +→ → → →

+ −
= = = =

0 0 0 0

0 0 1 1
	

| | | | | |lim lim lim lim
h h h h

h h h
h h h− − − −→ → → →

+ − −
= = = − = −

0 0 0 0

0 0 1 1
	

| در صفر برابر نیستند، این تابع وقتی h   →  0، حد  | | |h
h

+ −0 0 از آنجا که حد چپ و حد راست 

ندارد. بنابران تابع f در x  =0 مشتق پذیر نیست.
بنابراین،  نیست.  مشتق پذیر  نقطه  این  در  ولی  است،  پیوسته   x   = 0 در   f   (x)  =  |x  | تابع  دیدیم 
ممکن است تابعی در نقطه ای از دامنة خود پیوسته باشد، ولی در آن نقطه مشتق پذیر نباشد. اما 

می توان ثابت کرد که اگر تابعی در نقطه ای مشتق پذیر باشد، حتماً در آن نقطه پیوسته خواهد 
بود.

مثال 5

 در نظر بگیرید. مشتق پذیری این تابع را در x  =3 بررسی  تابع دو ضابطه ای زیر را با دامنة 
کنید.

) ( x x xf x
x x

 + ≤= 
+ <

2 3
9 3
    

      

 f   (3 + h) ولی برای محاسبة f   (3)  = 12 را بررسی کنیم. داریم ( ) ( )lim
h

f h f
h→

+ −
0

3 3 باید وجود 

چون h ممکن است مثبت یا منفی باشد و قانون f در سمت چپ و راست 3 متفاوت است، لازم است 
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) را وقتی h به سمت صفر میل می کند جداگانه به دست آوریم. )f h
h

+ −3 12 حد چپ و حد راست 

( )( ) ( )( )lim lim lim
h h h

h hf h h h h
h h h− − −→ → →

+ + + −+ − + + + + −
= =

2 2

0 0 0

3 3 123 12 9 6 3 12

lim lim ( )
h h

h h
h

h− −→ →

+
= = + =

2

0 0

7 7 7 	

( )( )( )lim lim lim lim
h h h h

hf h h
h h h+ + + +→ → → →

+ + −+ −
= = = =

0 0 0 0

3 9 123 12 1 1 	

) وجود ندارد و تابع f در x  =3 مشتق پذیر نیست. ) ( )lim
h

f h f
h→

+ −
0

3 1 این محاسبه نشان می دهد 

مثال 6

 x  =1 در را  تابع  این  مشتق پذیری  بگیرید.  نظر  در    دامنة  با  را  زیر  ضابطه ای  دو  تابع 
بررسی کنید.

) ( x x xg x
x x

− + ≤= 
+ <

22 10 1
6 2 1

   
           

 g  (1+  h) برای محاسبة  بررسی کنیم. داریم g  (1)  =  8 ولی  را   ( ) ( )lim
h

g h g
h→

+ −
0

1 1 باید وجود 

چون h ممکن است مثبت یا منفی باشد و قانون g در سمت چپ و راست 1 متفاوت است، لازم است 

) را وقتی h به سمت صفر میل می کند جداگانه به دست آوریم. )g h
h
+ −1 8 حد چپ و حد راست 

( )( ) ( )( )lim lim
h h

h hg h
h h− −→ →

− + + + −+ −
=

2

0 0

2 1 101 81 8
	

lim
h

h h h
h−→

− − − + + −
=

2

0

2 4 2 10 10 8
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کار در کلاس1
 را در نقطة x   = 2 بیابید. مشتق تابع f  (x)  =  x2+4x با دامنة 

( )lim lim
h h

h h
h

h− −→ →

−
= = − =

2

0 0

6 2 6 2 6
	

( )( )( )lim lim lim lim
h h h h

hg h h
h h h+ + + +→ → → →

+ + −+ − + −
= = = =

0 0 0 0

6 1 2 81 8 6 6 6 6 6 	

.g′(1)  =   6 مشتق پذیر است و x    =  1 در g این محاسبه نشان می دهد تابع
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مسائل
 را در نقطة x  =4 به دست آورید.   ١  مشتق تابع  های زیر با دامنة 

f  (x) = 2 )الف
g  (x) = -3x +4 )ب
u  (x) = x   -x2 )پ

} را در نقطة x    = 2 به دست آورید.   }− 0 ) با دامنة  )g x
x

=
1 ٢  مشتق تابع 

 و قانون زیر در نظر بگیرید: ٣  تابع دوضابطه ای f را با دامنة 

( ) x x
f x

x x

 −       ≤= 
− +         <

22 10 3
11 3 	

پیوستگی و مشتق پذیری این تابع را در x   =  3 بررسی کنید.

٤  نشان دهید تابع دوضابطه ای زیر در x   =  -1 مشتق پذیر است. سپس مشتق آن را در این 

آورید. به دست  نقطه 

( ) x x x
v x

x x

 + −       ≤ −= 
− −             − <

24 2 4 1
6 8 1

	

 به صورت زیر در نظر بگیرید. ٥  تابع دوضابطه ای g را با دامنة 

( ) x x x
g x

ax x

 − +       ≤= 
+              <

2 1 0
1 0 	

الف( نشان دهید g در x    =0 پیوسته است.

ب( a را طوری تعیین کنید که g در x    = 0 مشتق پذیر باشد. در این صورت g  ′ (0) چقدر خواهد 
بود؟
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2ـ مشتق و سرعت متحرک ها

برای آزمایش ترمز خودرو ها، آنها را با سرعت های متفاوت به حرکت درمی آورند و سپس با ترمز کردن 
مدت زمان لازم برای متوقف شدن و مسافت طی شده )طول خط ترمز( را اندازه گیری می کنند. برای 
مثال، فرض کنید ماشینی با سرعت ثابت 20 متر بر ثانیه )معادل 72 کیلومتر بر ساعت( در حال حرکت 

است.

A f(t)

در لحظة t  =0 در نقطة A راننده پدال ترمز را فشار می دهد و خودرو پس از طی مسافتی، بعد از چند 
ثانیه متوقف می شود. اگر مسافت طی شده توسط خودرو )بر حسب متر( از نقطة A به عنوان تابعی 
از زمان )بر حسب ثانیه( با قانون f    (t )  =  -2t   2  +  20t بیان شده باشد، طبق فعالیت )1(، سرعت این 

خودرو پس از 2 ثانیه، همان مشتق تابع در لحظة t  =2، یعنی f    ′(2) است.

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) lim lim
h h

h hf h f
f

h h→ →

− + + + − − × + ×+ −′ = =
2 2

0 0

2 2 20 2 2 2 20 22 22

lim lim( )
h h

h h h
h

h→ →

− − +
= = − − + =

2

0 0

2 8 20 2 8 20 12
	

بنابراین، سرعت این خودرو پس از 2 ثانیه از 20 متر بر ثانیه به 12 متر بر ثانیه کاهش پیدا می کند.
سرعت این خودرو پس از t ثانیه برابر f    ′(t) است.

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) lim lim
h h

t h t h t tf t h f t
f t

h h→ →

− + + + − − ++ −′ = =
2 2

0 0

2 20 2 20
	

lim lim( )
h h

h th h
h t t

h→ →

− − +
= = − − + = − +

2

0 0

2 4 20 2 4 20 4 20
	

به کمک تابع f    ′(t) می توانیم تشخیص دهیم، خودرو در چه زمانی متوقف می شود و تا محل توقف 
ثانیه(  بر  )متر   f    ′(t)  =  -4t   + 20 اندازه به  ثانیه   t از  پس  می کند. سرعت خودرو  را طی  متر  چند 
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خواهد بود. توقف خودرو به معنای صفر شدن سرعت آن است. بنابراین باید لحظه ای را بیابیم که 
صفر   t   = 5 ازای  به  خودرو  سرعت  که  می شود  مشخص  معادله  این  حل  از   .f    ′(t)  =  -4t   + 20 = 0
می شود. یعنی خودرو پس از 5 ثانیه متوقف می شود. برای به دست آوردن مسافت طی شده توسط 
خودرو از تابع f استفاده می کنیم. داریم: f  (5)  =  50، بنابراین، خودرو پس از طی 50 متر می ایستد.
 توجه داشته باشید قانون این تابع، فقط از زمان شروع ترمز تا زمانی که خودرو توقف می کند، اعتبار 

دارد؛ یعنی دامنة این تابع، بازة ]5  ,  0[ است.
به طور کلی، اگر متحرکی روی یک مسیر مستقیم )شکل زیر( حرکت کند، با در نظر گرفتن یک محور 
روی مسیر حرکت، می توانیم مکان این متحرک را در هر لحظة t در یک بازة زمانی خاص، با مقدار 

g  (t ) نشان دهیم. در این صورت g را تابع حرکت این متحرک می نامند.

g(t)

g (t)′

یعنی سرعت  است.   t لحظة  نشان دهندة سرعت متحرک در   t لحظة  g در هر  تابع حرکت  مشتق 
متحرک در لحظة t برابر g  ′(t) است.

یک متحرک ممکن است در جهت محور یا در خلاف جهت محور حرکت کند. این نکته را از علامت 
نشان  لحظه،  در یک  تابع حرکت  بودن مشتق  مثبت  داد.  تشخیص  می توان  حرکت  تابع  مشتق 
می دهد که متحرک در آن لحظه در جهت مثبت محور در حال حرکت است و منفی بودن مشتق 
تابع حرکت در یک لحظه، نشان می دهد که متحرک در آن لحظه در جهت منفی محور در حال 
حرکت است. صفر شدن مشتق در یک لحظة خاص به معنای آن است که متحرک در آن لحظه، 

توقف لحظه ای می کند.

مثال 7

 g  (t  )  =  t  2 - 2t آن  حرکت  تابع  و  می کند  حرکت  مستقیم  مسیر  یک  روی  متحرکی 
است. زمان را بر حسب ثانیه و فاصله را بر حسب متر در نظر بگیرید. این حرکت در 
نقطه ای می رود.  به چه  نقطه ای  از چه  این متحرک  انجام می شود.   ]0,4[ زمانی  بازة 

بازۀ زمانی توصیف کنید. این  را در  این متحرک  تغییرات سرعت 

مبدأ
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تعریف

با توجه به اینکه g  (0)  = 0 و g  (4)  =  8  ، این متحرک از مبدأ حرکت می کند و نهایتاً به 8 متر جلوتر 
می رسد. برای درک چگونگی حرکت، سرعت این متحرک را در لحظة دلخواه t به دست می آوریم. 
داریم g ′(t  ) = 2t   -2. تغییرات ′ g و علامت آن و شیوه حرکت متحرک در جدول زیر مشخص شده 

است.

0 		   1 		 4t

-2 منفی	 	0 مثبت	 	6g   ′(t   )

حرکت رو به عقب ایست لحظه ای	 حرکت رو به جلو	 شیوه حرکت متحرک	

این جدول نشان می دهد: متحرک در 1 ثانیه اول رو به عقب حرکت می کند، سپس ایست لحظه ای 
می کند. 3 ثانیه بعد رو به جلو حرکت می کند. از آنجا که g  (1)  =  -1، متحرک در 1 ثانیه اول 1 متر رو 
به عقب حرکت کرده است و در آن نقطه ایستاده است و با تغییر جهت، رو به جلو حرکت کرده است. 

از آنجا که g  (4)  =  8، این متحرک از نقطه 1- به نقطه 8 می رود.

در مورد تابع حرکت متحرک هایی مانند g  (t)، دیدیم مشتق آنها در یک نقطة دلخواه، تابع جدیدی 
می سازد که مقدار آن در هر لحظة t به صورت g   ′(t) است. این تابع جدید را مشتق تابع g می نامند. 

به طور کلی مشتق یک تابع، به عنوان یک تابع جدید، به شکل زیر تعریف می شود:

مشتق تابع
فرض کنید تابع f در تمام نقاط دامنة خود مشتق پذیر باشد. در این صورت مشتق آن در نقطة 
دلخواه x با f    ′(x) نشان داده می شود. به این ترتیب، تابع جدید ′    f با همان دامنة f به دست 

می آید که آن را مشتق تابع f می نامند.

−1 8
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مثال 8

 را به دست آورید. مشتق تابع f    (x  )  =  k  x  2 با دامنة 

مشتق این تابع را در نقطة دلخواه x به صورت زیر حساب می کنیم:

( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

f x h f x k x h kx
f x

h h→ →

+ − + −′ = =
2 2

0 0

lim lim( )
h h

kx kxh kh kx
kx kh kx

h→ →

+ + −
= = + =

2 2 2

0 0

2 2 2

.f    ′(x)  =  2k x داریم f    (x) =  k  x  2 بنابراین برای تابع

مثال 9

} را به دست آورید.  }− 0 ( با دامنة  (g x
x

=
1 مشتق تابع 

مشتق این تابع را در نقطة دلخواه x از دامنة تابع حساب می کنیم. چون x در دامنة تابع است داریم: 
.x  ≠0

( )
( ) ( ) ( )( ) lim lim lim

h h h

x x h
g x h g x x h xx h xg x

h h h→ → →

− +
  −  + − ++′ = = =

0 0 0

1 1

lim lim
( ) ( )h h

h
x x h h x x h x→ →

− −
=    =    = −

+ + 20 0

1 1

. ( )g x
x

′ = − 2
1 ) داریم:  )g x

x
=

1 بنابراین برای تابع 
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کار در کلاس 2
1  مشتق تابع های زیر را به دست آورید. 

. الف( تابع f  (x  )  =  3x2  -  4x با دامنة 

. { }− 0 ) با دامنة  )g x
x

= 2
1 ب( تابع 

٢  متحرکی روی یک مسیر مستقیم با تابع حرکت f   (x  )  =  -4t   2 + 16t   + 1 در بازة زمانی ]6   ,0[ 

در حال حرکت است.
الف( سرعت این متحرک را در لحظة دلخواه t از دامنة تابع حرکت به دست آورید. 

ب( این متحرک در لحظة t   =1 در چه جهتی )جهت محور حرکت یا خلاف آن( حرکت می کند؟

پ( این متحرک در لحظة t   =4 در چه جهتی حرکت می کند؟

ت( آیا می توان لحظه ای را یافت که متحرک در آن لحظه توقف کند؟

پ( این متحرک در چه زمان هایی رو به عقب )خلاف جهت محور حرکت( حرکت می کند؟
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 را به دست آورید.  ١  مشتق تابع g  (x)=2x   -3x2 با دامنة 

} را به دست آورید.  }− 0 ) با دامنة  )f x x
x

= −
2 ٢  مشتق تابع 

٣  تابع حرکت متحرکی روی محور به صورت g  (t  ) = t   2-20t   +1 با دامنة ]0,20[ است. در 

اینجا t زمان بر حسب ثانیه و g  (t ) مختص مکانی متحرک بر حسب متر است. 
الف( سرعت متحرک را در لحظة دلخواه t )در دامنة تابع حرکت( به دست آورید.  

ب( متحرک در لحظة t   =0 در کدام مکان قرار دارد و سرعت آن در این لحظه چقدر است و در 
کدام جهت در حال حرکت است؟

پ( متحرک پس از چند ثانیه از شروع حرکت، می ایستد و در کدام مکان می ایستد؟

ت( متحرک در لحظة t   =20 در کدام مکان قرار دارد و سرعت آن در این لحظه چقدر است و 
در کدام جهت در حال حرکت است؟

ث( چگونگی حرکت متحرک را در این بازة زمانی توصیف کنید.

مسائل
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گفتگو

3ـ تعبیر هندسی مشتق

پس از یادگیری مشتق تابع ها، سؤال مهمی برای مسعود پیش آمد.
مسعود گفت: در گذشته نمودار یک تابع به ما کمک می کرد تا ویژگی های تابع )مانند حد، پیوستگی و 

غیره( را بهتر درک کنیم. آیا برای درک بهتر مشتق نیز می توانیم از نمودار استفاده کنیم؟
زیر  فعالیت  انجام  با  دارد.  تابع  آن  نمودار  روی  مهمی  هندسی  تعبیر  تابع،  یک  مشتق  بله.  گفت:  دبیر 

می توانید تعبیر هندسی مشتق یک تابع را از روی نمودار آن درک کنید.

در شکل روبه رو، نمودار یک تابع مانند f رسم شده 
است. روی نمودار، دو نقطة M و N در نزدیکی 
و طول   a را   M نقطة  انتخاب شده اند. طول  هم 
نقطة N را a   + h در نظر بگیرید؛ h عددی مثبت 

است.
1  مختصات نقطة M را برحسب a و مختصات 

نقطة N را برحسب a و h بنویسید.

برحسب  را   NH و   MH پاره خط های  ٢  طول 

بنویسید.  N و   M مختصات 

٣  شیب خط گذرنده از دو نقطة M و N را بنویسید.

٤  چه ارتباطی بین شیب خط گذرنده از دو نقطة M و N و مشتق تابع f در نقطة a مشاهده 

می کنید؟

٥  با تغییر h، مکان نقطة N روی نمودار تابع تغییر می کند. اگر h را به صفر نزدیک کنیم، 

نقطة N به چه نقطه ای نزدیک می شود؟

فعالیت 2

x

y

a h+

f( a)

f(a h)+

M

N

H

a
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٦  اگر h را به صفر نزدیک کنیم، خط گذرنده از 

دو نقطة M و N نسبت به نمودار تابع، چه حالتی 
پیدا می کند؟ با توجه به بند )4(، شیب این خط 

به چه عددی نزدیک می شود؟

) همان شیب خط MN است. با نزدیک شدن  ) ( )f a h f a
h

+ − شکل بالا نشان می دهد که مقدار 

h به صفر، نقطة N روی نمودار تابع، به نقطة M نزدیک می شود و خط MN به خط مماس بر نمودار 
تابع در نقطة M نزدیک می شود.

 نقطه ای ثابت روی نمودار تابع f در نظر گرفته شده است. به ازای یک 
( )
a

M
f a
 

=  
 

در فعالیت قبل، 

 نقطه ای دیگر روی نمودار f است که نزدیک M قرار 
( )
a h

N
f a h

+ 
=  + 

عدد کوچک و مثبت h، نقطة 

دارد. در شکل زیر خط گذرنده از M و N رسم شده است.

x

y

a h+

f( a)
M

N

a

f(a h)+

( )f a
M

( )f a h+

N

N

N
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)یعنی   h   =0 در   MN خط  شیب  حد  همان  مماس  خط  شیب  بالا،  نمودار  به  توجه  با 

( است. از طرف دیگر، این حد، همان مشتق تابع f در a است؛ یعنی مشتق  ( ) ( )lim
x

f a h f a
h→

+ −
0

 است.
( )
a

M
f a
 

=  
 

تابع f در a، برابر شیب خط مماس بر نمودار f در نقطة 

مشتق و شیب خط مماس بر نمودار تابع
فرض کنید تابع f در نقطة a از دامنة خود مشتق پذیر باشد. در این صورت، f    ′(a) نشان دهندة 

 است. از آنجا که شیب هر خط 
( )
a

M
f a
 

=  
 

شیب خط مماس بر نمودار این تابع در نقطة 

f    ′(a)  = tanθ :همان تانژانت زاویة بین خط و محور طول هاست، طبق شکل داریم

x

y

f( a)
M

a
θ tan f (a)′θ =

( )f a

( )f a h+

M N

N

N



109

مثال 10

A بیابید.
− 

=  
 

1
1 معادلة خط مماس بر نمودار تابع f  (x)  =  x2  را در نقطة 

بنابراین f    ′(-1) =  -2 و   ،f    ′(x)  = 2x است. می دانیم f    ′(-1) برابر  نقطه،  این  شیب خط مماس در 
 y  =  mx  + b به صورت m شیب خط مماس برابر 2- است. با توجه به آنکه معادلة یک خط با شیب
از  خط  این  می دانیم   b یافتن  برای  بود.  خواهد   y   =  -2x   +b صورت  به  مماس  خط  معادلة  است، 

A می گذرد. پس مختصات نقطة A در معادلة خط مماس صدق می کند و داریم: 
− 

=  
 

1
1

نقطة 

.y = -2x  -1 :بنابراین معادلة خط مماس عبارت است از .b  = -1 (1-)× 2-  =1 که نتیجه می دهد  + b
به کمک جئوجبرا نمودار تابع f و این خط را رسم می کنیم که به صورت زیر خواهد شد.

     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y

A

مثال 11

 B
 
 =
 
 

2
1
2

} را در نقطة  }− 0 ( با دامنة  (g x
x

=
1 معادلة خط مماس بر نمودار تابع 

بیابید.

 ( )g′ = −
12
4

. بنابراین،  ( )g x
x

−′ = 2
1 شیب خط مماس در این نقطه، برابر g  ′(2) است. می دانیم 

نقطة  از  خط  این  می دانیم   b یافتن  برای  است.   y x b= − +
1
4

صورت  به  مماس  خط  معادلة  و 
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    -2/5     2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5    4     4/5     5

2

1/5

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

x

y

B

مثال 12

معادلة خط مماس بر نمودار تابع g  (x)=-x  2 +  6x   -4 را در نقطة به طول 3 روی نمودار 
تابع بیابید.

 است. شیب خط مماس در  
 
 

3
5

از آنجا که g  (3)  = 5، نقطة مورد نظر روی نمودار دارای مختصات 

 .g  ′(3)  =0 :بنابراین ،g′(x)  = -2x   +  6 :است. با محاسبة مشتق این تابع داریم g  ′(3) این نقطه، برابر
وقتی شیب خط مماس صفر باشد، یعنی خط مماس با 
به  معادلة خط مماس  است. پس،  موازی  محور طول ها 

  
 
 

3
5

از نقطة  از آنجا که این خط  صورت y  =  b است. 

می گذرد، نتیجه می شود: b   =  5. پس معادلة خط مماس 

مماس  خط  و  تابع  این  نمودار  است.   y   =  5 صورت  به 
به صورت شکل روبه رو است:

=b که نتیجه می دهد b =1. بنابراین معادلة خط مماس  − × +
1 1 2
2 4

B می گذرد. پس، 
 
 =
 
 

2
1
2

.y x= − +
1 1
4

عبارت است از: 

به کمک جئوجبرا نمودار تابع f و این خط را رسم می کنیم، که به شکل زیر خواهد بود.

      -1     0        1       2       3      4       5       6       

5

4

3

2

1

-1

x

y
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کار در کلاس 3
 به شکل زیر است. خط مماس بر این  ) با دامنة  )f x x x= − +31 1

3
الف( نمودار تابع 

 با خط کش رسم کنید.
 
 
 
 

2
5
3

نمودار را در نقطة 

   -2/5    -2    -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     

3

2/5

2

1/5

1

0/5

-0/5

-1

-1/5

x

y

ب( شیب خطی را که رسم کرده اید، بیابید.

 بیابید و با شیب 
 
 
 
 

2
5
3

پ( با مشتق گیری از تابع f در x   = 2 شیب خط مماس بر نمودار f را در 

خطی که خود رسم کرده اید مقایسه کنید. در صورت وجود اختلاف، دلیل آن را بیان کنید.



112

 را در نظر بگیرید. معادلة خط مماس بر نمودار این  ) با دامنة  )f x x x= −21 4
2

١  تابع 

 به دست آورید. با رسم نمودار این تابع و نمودار خط مماس، درستی  
 − 

2
6

تابع را در نقطة 

معادلة خط مماس را بررسی کنید. 

را درنظر بگیرید. آیا نقطه ای هست که خط مماس بر  { }− 0 ) با دامنة  )f x
x

=
2 ٢  تابع 

نمودار این تابع، موازی محور طول ها باشد؟ چرا؟

 را در نظر بگیرید. ) با دامنة  )f x x x= +21 2
2

٣  تابع 

الف( به کمک یک لغزنده در جئوجبرا، خط هایی به معادلة y   =  3x   +  b را به ازای مقادیر مختلف 
b رسم کنید. آیا یکی از این خط ها بر نمودار تابع f مماس می شود؟

ب( با استفاده از مشتق f نقطه ای را روی نمودار این تابع به دست آورید که خط مماس در آن 
نقطه موازی خط y   =  3x باشد. 

مسائل

استانداردهای ارزشیابی پودمان 4

عنوان 
پودمان

تکالیف عملکردی
)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکردی
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان 
چهارم:

درک مفهوم 
مشتق

انجام محاسبات 
مشتق تابع در یک 
حل مسائل نقطه با حدگیری

مرتبط با مشتق 
تابع ها

بالاتر از 
حد انتظار

 مدل سازی و حل مسائل زندگی واقعی )مسائل 
با  مرتبط  درسی(  کتاب  و  کلاس  در  حل نشده 

مشتق تابع ها
3

 حل مسائل مشابه مسائل حل شده در کلاس و حد انتظار
کتاب درسی مرتبط با مشتق تابع ها

2

تعیین، توصیف 
و تفسیر سرعت 

لحظه ای با استفاده 
از مشتق تابع ها

پایین تر از 
حد انتظار

 درک و کاربرد مفاهیم و روابط برای پیدا کردن 
سرعت لحظه ای متحرک 

بر نمودار در نقطه مشخص   شیب خط مماس 
شده به کمک مشتق

1

نمره مستمر از 5: 
نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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و  قيمت ها  و  بازار  تحولات  پيش بيني  مانند  اقتصادي  تحولات  پيش بيني 
سود و زيان كارخانجات و رشد اقتصادي از طريق مدل سازي رياضي اقتصاد 
با تابع ها و مشتق تابع ها انجام مي شود. شايد مهم ترين هدف براي هر بنگاه 
اقتصادي يافتن بيشترين سود و كمترين زيان باشد كه عموماً در ارتباط با 

يافتن مشتق يك تابع و جايي است كه مشتق آن تابع صفر مي شود.
با  در اقتصاد كميت هاي بسياري وجود دارند كه سلامت در اقتصاد معادل 
آن است كه برخي از آنها در طي زمان در حال افزايش و برخي ديگر در حال 
كاهش باشند. براي مثال، ميزان توليدات يك كشور كميت مهمي است كه 
انتظار داريم در طول زمان در حال افزايش باشد. ميزان بيكاري و فقر نيز 

كميت هايي هستند كه اميدواريم در طي زمان در حال كاهش باشند.

میزان تولید و فروش

پودمان پنجم

محاسبات مشتق و کاربردها
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1ـ محاسبة مشتق  تابع ها

نگاه  بیرون  به  قطار  پنجرۀ  از  وقتی  راه،  در طول  بود.  رفته  مسافرت  به  قطار  با  تعطیلات  ایام  در  حمید 
می کرد، با خود فکر کرد: اگر قطار با سرعت ثابتی در حال حرکت باشد و من نیز در راهروی قطار با سرعت 
ثابتی حرکت کنم، سرعت من نسبت به زمین چقدر خواهد بود؟ بعد از تعطیلات، حمید سؤال خود را در 

کلاس درس ریاضی مطرح کرد.
لحظه  آن  در  حرکت  تابع  مشتق  محاسبة  با  لحظه  هر  در  متحرک  کی  سرعت  که  می دانید  گفت:  دبیر 
آن  حرکت  تابع  باید  زمین  به  نسبت  متحرک  کی  حرکت  سرعت  یافتن  برای  بنابراین  می آید.  به دست 

آوریم.  به دست  زمین  به  نسبت  را  متحرک 
سعید گفت: تابع حرکت حمید نسبت به زمین را چگونه می توان به دست آورد؟

دبیر گفت: بهتر است در کی مثال ساده تر این مسئله را بررسی کنیم. در برخی فرودگاه ها و اماکن عمومی، 
پیاده روهای متحرکی ساخته اند که افراد روی تسمة آنها می ایستند و جابه جا می شوند. در فعالیت زیر با 

بررسی سرعت فردی که روی چنین تسمه ای در حال حرکت است، مسئلة حمید را می توانید حل کنید.

گفتگو
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فرض کنید تسمۀ یک پیاده روی متحرک، با سرعت ثابت 3 متر بر ثانیه در حال حرکت باشد و 
فردی در لحظة t = 0 در نقطة ثابت A1 روی تسمه قرار گرفته و با سرعت ثابت 50 سانتی متر 
بر ثانیه در حال راه رفتن باشد. نقطة A0 محل نصب پایة پیاده روی متحرک روی زمین است. در 

لحظة t = 0 نقطة A1 )روی تسمه( و نقطة A0  )روی زمین( در یک مکان قرار دارند.

فعالیت 1

تابع حرکت تسمه نسبت به زمین )فاصله A1 تا A0( به صورت 3t= )  f    )t و تابع حرکت فرد 

( است )زمان t برحسب  (g t t=
1
2 نسبت به پیاده روی متحرک )فاصلة فرد تا A1( به صورت 

ثانیه و فاصله ها برحسب متر هستند(. فرض کنید دامنة این دو تابع، بازة زمانی ]10 , 0[ باشد.
پس از گذشت t ثانیه، وضعیت فرد و تسمه به شکل زیر خواهد بود:

1  مقادیر )0(    f و )g   )0 چه چیزی را نشان می دهند؟

2  مقادیر )1(   f و )1(   g و )f   )1( + g  )1 چه چیزی را نشان می دهند؟

3  قانون تابع )  h )t  (  =  f  )t  (  +  g )t را در بازة ]10 , 0[ به دست آورید. این تابع چه چیزی را 

می دهد؟  نشان 

4  مقدارهای )  t(′   f و )  t(′ g و )  h  ′)t نشان دهندة چه چیزی هستند؟

t  (  5(′   f و )  t(′ g و )  h  ′)t را به دست آورید. چه رابطه ای بین آنها وجود دارد؟

f  )t  ( g  )t  (

h  )t  (
A0

A0

A1

A1
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وقتی که فرد روی پیاده روی متحرک شروع به راه رفتن می کند، مسافتی که فرد نسبت به زمین طی 
می کند )فاصلة فرد تا A0( برابر است با مجموع مسافت طی شده توسط تسمه )فاصلة A1 تا A0( با 
مسافت طی شده توسط فرد روی تسمه )فاصلة فرد تا A1(. بنابراین تابع حرکت این فرد نسبت به 
زمین به صورت مجموع دو تابع )t(    f و )g  )t خواهد بود. یعنی در زمان t، فاصلة  فرد از A0 به صورت 
)  h )t  ( = f  )t  ( + g   )t می باشد. سرعت حرکت این فرد نسبت به تسمه با مشتق گیری از تابع حرکت 
. همچنین سرعت حـرکت تسمه نسبت بـه زمین به صورت  ) (g t′ =

1
2 )g )t به دست می آیـد، یعنی 

( است. با مقایسة سرعت ها  (h t′ = +
13 2 f   ′)t( = 3 است. سرعت حرکت فرد نسبت به زمین به صورت 

)مشتق سه تابع( می توان دید سرعت فرد نسبت به زمین برابر است با مجموع سرعت فرد نسبت به تسمه 
و سرعت تسمه نسبت به زمین؛ یعنی مشتق مجموع این دو تابع با مجموع مشتق های آنها برابر است. 

سعید گفت: تابع های ارائه شده در فعالیت بالا همگی خطی بودند و مشتق هر کدام از آنها که سرعت را 
نشان می داد، مقدار ثابتی بود. آیا نتیجه ای که در این فعالیت گرفتیم، برای همة تابع ها برقرار است؟

دبیر گفت: با توجه به اینکه برای محاسبة مشتق باید از حدگیری استفاده شود و حد مجموع دو تابع با 
مجموع حدهای آنها برابر است، این ویژگی برای همة تابع ها برقرار است.

برای هر دو تابع مشتق پذیر، ویژگی زیر برقرار است:

مشتق مجموع دو تابع
فرض کنید ) x(    f و ) g  )x دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند. در این صورت تابع 

) h )x( = f      )x ( + g   )x در x = a مشتق پذیر است و داریم:
	

h′)a( = f   ′)a( + g ′)a(

قانون مشتق جمع دو تابع، برای مجموع بیشتر از دو تابع نیز برقرار است. از این قانون می توان برای 
پیدا کردن مشتق تابع های مختلف استفاده کرد.

مثال 1

 را به دست آورید. مشتق تابع h )x( = x  2 + 4x با دامنة

 f    ′  )x(  =  2x در نظر گرفت. می دانیم g   )x( = 4x و تابع خطی f   )x( = x2 این تابع را می توان مجموع تابع
و g  ′  )x(   =  4، بنابراین: 

h   ′)x( = f     ′  )x( + g  ′  )x( = 2x + 4

گفتگو
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امکان تعمیم قانون مشتق مجموع دو تابع، به مشتق حاصل ضرب دو تابع اولین سؤالی بود که توسط 
یکی دیگر از هنرجویان مطرح شد.

مسعود گفت: آیا برای به دست آوردن مشتق حاصل ضرب دو تابع، می توانیم  مشتق آنها را در هم ضرب 
کنیم؟

سعید گفت: این سؤال برای من هم پیش آمده بود. برای بررسی درستی این حدس، کی مثال برای خودم 
زدم و درستی آن را  بررسی کردم. تابع x( = x2(   f را به صورت  x .x  = )f   )x نوشتم و این حدس را 

آزمایش کردم. 
f   ′)x( =  1 × 1=1

اما دیده  بودیم f   ′)x( = 2x، پس تساوی بالا نادرست است و این حدس اشتباه بود.
دبیر گفت: بله. این مثال، حدس مسعود را رد می کند، یعنی کی مثال نقض برای آن است.

برای یافتن مشتق حاصل ضرب دو تابع می توان از تعریف مشتق استفاده کرد. در حالت کلی مشتق 
حاصل ضرب دو تابع به شکل زیر است.

مشتق حاصل ضرب دو تابع
فرض کنید )x(    f و )g  )x دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند. در این صورت تابع 

	)h )x( =  f    )x( . g   )x در x = a مشتق پذیر است و داریم:

h′ )a( = f   ′)a( . g )a( + f  )a( . g ′)a(

مثال 2

  به کمک مشتق حاصل ضرب دو تابع، مشتق تابع های x(  = x  2(   u و x 3  =  )v )x با دامنة
را به دست آورید.

 g   )x( =x و f   )x( =x در نظر گرفت. اگر قرار دهیم u   )x( =x . x را  به صورت u   )x( می توان تابع
داریم )x( = f     )x( . g     )x(   u. می دانیم 1 = )x(  ′    f و 1 = )g  ′  )x . بنابراین، مشتق تابع u در نقطة 

دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از :

u  ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 1 × x + x × 1 = 2x

و   f   )x(  =  x2 دهیم قرار  اگر  گرفت،  نظر  در   v   )x(   =   x  2.   x به صورت  می توان  را   v )x( تابع  همچنین 
x(  =  x(   g داریم )x( =  f    )x(  .  g   )x(  v. می دانیم 2x = )x(  ′   f و 1 = )g  ′  )x . بنابراین مشتق تابع v در 

گفتگو



118

نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از:
v ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 2x . x + x2 × 1 = 3x2

مثال 3

} را به دست آورید. }− 0 ( با دامنه  (h x
x

=
7 مشتق تابع 

( در نظر گرفت. اگر قرار دهیم 7 = )x(   f )تابع ثابت(  (h x
x

= ×
17 می توان تابع )h )x را به صورت 

. بنابراین مشتق  ) (g x
x

′ = − 2
1 داریم: )x( = f    )x( g   )x( u. می دانیم 0 = )f    ′  )x و  ) (g x

x
=

1
 
و 

تابع h در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع عبارت است از:

) ( ) (. ) ( ) (. ) (h x f x g x f x g x
x x x

−′ ′ ′= + = × + × = −2 2
1 1 70 7

به طور کلی، اگر g تابعی مشتق پذیر و a یک عدد حقیقی باشد، می توانیم تابع )h )x( = ag   )x را در 
نظر بگیریم. با در نظر گرفتن تابع ثابت  f   )x( = a می توان تابع h را به صورت حاصل ضرب دو تابع 
f  و g در نظر گرفت. بنابراین مشتق تابع h در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق حاصل ضرب دو 

تابع عبارت است از:
h  ′  )x( = f    ′  )x( . g   )x( + f   )x( . g  ′  )x( = 0 × g   )x( + ag   ′)x( = ag   ′)x(

مثال 4

( با دامنة )∞+  , 0( در نقطة دلخواه x مشتق پذیر باشد. مشتق  (f x x= فرض کنید تابع 
f را به دست آورید.

 ؛ با مشتق گیری از دو طرف تساوی داریم1: ) (. ) ( .f x f x x x x= = می توان نوشت: 

( )) (. ) (f x f x ′ =1
با استفاده از فرمول مشتق حاصل ضرب دو تابع خواهیم داشت:

f    ′ )x( .f   )x( + f   )x( .f    ′)x( = 1
 2f   ′ )x( .f   )x(  = 1 :بنابراین

. ) ( ) (f x
f x x

′ = =
1 1

2 2
یعنی: 

1ـ توجه داشته باشید که دو تابع مساوی مشتق پذیر، مشتق مساوی دارند.
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} برقرار است و به کمک مشتق حاصل ضرب دو  }− 0 x. که در 
x

=1 با استفاده از تساوی 1

 را در نقطة دلخواه x  ≠0 به دست آورید.
x
1 تابع، مشتق تابع 

به کمک مشتق حاصل ضرب دو تابع، مشتق بسیاری از تابع ها را می توان یافت. در فعالیت زیر مشتق تابع 
f   )x( = ax  n را که a یک عدد حقیقی و n یک عدد طبیعی دلخواه است، به دست می آوریم. 

1  جدول زیر را کامل کنید.

x  5x 4x  3x  2xf  )x  (

......3x22x1f   ′)x  (

2  چه رابطه ای بین قانون )x(   f و ضریب و توان در )f    ′)x وجود دارد؟

n و x( = x  n(   f ، قاعده ای برای یافتن )f    ′)x پیشنهاد دهید. ∈ 3  اگر 

n و a یک عدد حقیقی و x( =  ax  n(   f، قاعده ای برای یافتن )f    ′)x پیشنهاد دهید. ∈ 4  اگر 

در فعالیت بالا، با کامل کردن جدول می توان دید وقتی n برابر با 1، 2، 3، 4 یا 5 است، مشتق تابع 
x( = x  n(   f به صورت nx   n  -1 = )f    ′)x  می باشد. این تساوی برای هر عدد طبیعی n نیز برقرار است. 

. f    ′)x( = nax   n  -1 :نیز داریم f   )x( = ax  n برای تابع
به کمک مشتق جمع تابع ها و مشتق تابع x  n می توان مشتق تابع چندجمله ای

f   )x( = x  n + x  n  -1 + ... + x   + 1

 .f    ′  )x( = nx   n  -1 + )n-1(x  n  -2 + ... + 1 را به دست آورد. در واقع

همچنین مشتق تابع چندجمله ای

f   )x( = anx  
n + an-1 x  n -1 + ... + a1x + a0

به صورت زیر است:
f    ′  )x( = nanx   n  -1 + )n-1( an-1x  n  - 2 + ... + a1

کار در کلاس1

فعالیت 2
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پس از آشنایی با روش محاسبة مشتق مجموع و حاصل ضرب دو تابع، این سؤال پیش آمد که مشتق 
تقسیم دو تابع چگونه به دست می آید؟

حمید گفت: بسیاری از تابع ها به صورت تقسیم دو تابع هستند. مشتق این گونه تابع ها را چگونه محاسبه 
می کنیم؟  

می توانید تابع   . g   )x(  ≠ 0 باشند و  D دو تابع مشتق پذیر با دامنة کیسان   g و   f دبیر گفت: فرض کنید 

( را با همان دامنة D در نظر بگیرید. اگر فرض کنیم تابع h مشتق پذیر باشد، با استفاده از  () ( ) (
f x

h x
g x

=

تساوی )f    )x(  =  h   )x( .  g   )x و مشتق حاصل ضرب دو تابع، می توان مشتق تابع h را به دست آورد. 
حمید گفت: من این مسئله را به شکل زیر حل کردم. برای سادگی محاسبه به جای )f    )x از f و به جای 

)f    ′)x از ′    f استفاده کردم.

f = h . g
f    ′ = h  ′ . g + h . g  ′

 را قرار دادم:
f
g به جای h معادل آن یعنی 

. .f
f h g g

g
′ ′ ′= +

.. f g
h g f

g
′

′ ′= −

. .. f g f g
h g

g
′ ′−′ =

. .f g f g
h

g

′ ′−′ = 2

دبیر گفت: محاسبة شما درست است.

مشتق تقسیم دو تابع
فرض کنید f و g دو تابع با دامنة یکسان و در x = a مشتق پذیر باشند و به ازای هر x از دامنه، 

( نیز در x = a مشتق پذیر است و داریم:    () ( ) (
f x

h x
g x

= g   )x( ≠ 0. در این صورت، تابع 
	

) (. ) ( ) (. ) () (
) ) ((

f a g a f a g a
h a

g a

′ ′−′ = 2

گفتگو
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کار در کلاس2

مثال 5

} را در کی نقطة دلخواه از دامنة آن به دست  }− 1 ( با دامنة  (u x
x

=
−
1
1 مشتق تابع 

آورید.

و   f   ′)x( = 0 می دانیم   . ) () ( ) (
f x

u x
g x

= داریم:  بگیریم،  نظر  در  را   g  )x(  =  x  - 1 و   f  )x(  = 1 اگر 
g′ )x( = 1 . بنابراین مشتق تابع u در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق تقسیم دو تابع عبارت است از:

( )
) (. ) ( ) (. ) ( ) () (

) ( ) () (
f x g x f x g x x

u x
x xg x

′ ′− × − − ×′ = = = −
− −2 2 2

0 1 1 1 1
1 1

مثال 6

} را در کی نقطة دلخواه از دامنة آن به دست  }− −1 ( با دامنة  ( x
v x

x
=

+

2

1 مشتق تابع 
آورید.

. می دانیم f    ′  )x(  =  2x و  ) () ( ) (
f x

v x
g x

= اگر x( = x2(   f و x  + 1   =  )g  )x را در نظر بگیریم، داریم: 

g ′ )x(  =  1. بنابراین مشتق تابع v در نقطة دلخواه x طبق فرمول مشتق تقسیم دو تابع عبارت است از:

( )
) (. ) ( ) (. ) ( ) () (

) ( ) () (
f x g x f x g x x x x x x

v x
x xg x

′ ′− × + − × +′ = = =
+ +

2 2

2 2 2
2 1 1 2

1 1
	

مشتق تابع های زیر را به دست آورید. دامنه های این تابع ها را بازة )∞+ , 0( در نظر بگیرید.
x( = x  2 - 4x + 5(   f )الف

  (ب ) (g x x x= +2 4

( (پ ( x x
h x

x
−

=
+

2 4
3 4  
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 را به دست آورید.مسائل 1  مشتق تابع های زیر با دامنة 

x( = x3 + 4x + 1(   f )الف

	
)x( = )x2 + 1()x2 - 3(   g )ب

	
( )پ  ( x

h x
x

+
=

+2
3 1

1   

2   قطاری در یک مسیر مستقیم و با سرعت ثابت از ایستگاه دور می شود فاصلۀ این قطار برحسب 

متر در لحظۀ t )برحسب ثانیه( از ایستگاه f     (t)   =  20t  +  5 است. ماشینی در جاده ای به موازات مسیر 
حرکت قطار، هم جهت با حرکت قطار از ایستگاه دور می شود. فاصلۀ این ماشین )برحسب متر( در 
لحظۀ t )برحسب ثانیه( g   (t)  =  t   2  +  20t   +  5 است. فرض کنید این وضعیت در بازۀ زمانی ]10 , 0[ 

برقرار باشد.

الف( فاصلۀ قطار را از ایستگاه و سرعت آن را در زمان های 10 و ٥ و t = 0 به دست آورید.
ب( فاصلۀ ماشین را از ایستگاه و سرعت آن را در زمان های 10 و ٥ و t = 0 به دست آورید.

پ( شکل زیر مکان  قطار و ماشین و سرعت آنها را در لحظه های t = 0 و t = 5 و t = 10 نشان 
می دهد.

f  (10)  =  205، سرعت f  (5)  =  105                              20، سرعت f  (0)  =  5         20، سرعت 20

g  (10)  =  305 ، سرعت g  (5)  =  130                                                              40، سرعت 30                  
  g  (0)  =  5، سرعت 20 

  فاصلۀ ماشین از قطار در لحظه های t = 0 به t = 5 و t = 10 به دست آورید.
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 در لحظه های t = 0 و t = 5 و t = 10 سرعت قطار ............ است ولی سرعت ماشین ............ است.
ت( یکی از مسافران قطار به ماشین نگاه می کند. به کمک تابع h (t )  =  g  (t )  -  f  (t ) سرعت دور 

شدن ماشین از قطار را از نظر مسافر در لحظۀ t به دست آورید.

٣   اگر f تابعی مشتق پذیر باشد، مشتق تابع u )x( = )f  )x((2 را برحسب f و ′  f به دست آورید. 

به کمک این رابطه مشتق تابع v )x( = )4x2 - 1(2 را به دست آورید.

٤   فلزها بر اثر گرما انبساط می یابند. فرض کنید یک قاب مستطیلی فلزی داریم که طول و 

( است. مقادیر  ( ) (g T T= +
1101 8 ( و  ( ) (f T T= +

115 1 8 عرض آن در دمایT به صورت 
T)دما( در بازة ]40 , 0[ است. T برحسب سانتی گراد و مقدار این تابع ها بر حسب سانتی متر 

است. 

g(T )

f(T )

الف( سرعت تغییر اندازة اضلاع را نسبت به تغییر درجة حرارت به دست آورید. 

ب( سرعت تغییر مساحت این مستطیل را نسبت به تغییر درجه حرارت به دست آورید.
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گفتگو

2ـ تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

سعید یاد گرفته بود که مشتق کی تابع، سرعت تغییرات تابع را نشان می دهد. اما او مشاهده کرد تابع هایی 
وجود دارند که مشتق آنها در برخی نقاط، عددی منفی است و برای او این سؤال پیش آمد که منفی شدن 

مشتق چه معنایی دارد؟
سعید گفت: من فکر می کردم که مشتق کی تابع در کی نقطه، سرعت تغییرات مقادیر تابع را در آن نقطه 
نشان می دهد. اما مشتق برخی تابع ها در برخی نقاط، عددی منفی است. منفی شدن مشتق، چه معنایی 

دارد؟
دبیر گفت: به نکتة خوبی توجه کردی. مشتق کی تابع در کی نقطه، چگونگی تغییرات تابع در نزدکیی های 

آن نقطه را نشان می دهد. با انجام فعالیت زیر می توانید این وضعیت را بررسی کنید.

فعالیت 3
1  تابع x( = x2(  f را با دامنة )∞+ , 0( در نظر بگیرید. جدول زیر برخی از مقادیر تابع را نشان 

می دهد. این جدول را کامل کنید.

0/5 	1 	5 	10 	30 	50 	ax

0/25 	1 	25 	... 	... 	... 	...f  )x (

٢  با افزایش مقادیر x ، مقادیر )x(  f )از لحاظ افزایش یا کاهش( چگونه تغییر می کنند؟

٣  مشتق این تابع را به دست آورید. علامت مشتق تابع در این نقاط چگونه است؟

٤  تابع x( = -x2(  g را با دامنة )∞+ , 0( در نظر بگیرید. جدول زیر برخی از مقادیر تابع را 

نشان می دهد. این جدول را کامل کنید.

0/5 	1 	5 	10 	30 	50 	ax

-0/25 	-1 	-25 	... 	... 	... 	...g )x (

٥  با افزایش مقادیر x، مقادیر )x(  g )از لحاظ افزایش یا کاهش( چگونه تغییر می کنند؟
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٦  مشتق این تابع را به دست آورید. علامت مشتق تابع در این نقاط چگونه است؟

٧  با توجه به نتایج بالا به نظر شما چه رابطه ای بین رفتار افزایشی یا کاهشی مقادیر یک تابع 

و علامت مشتق آن تابع برقرار است؟

در این فعالیت دو تابع خاص را بررسی کردید که یکی رفتاری افزایشی و دیگری رفتاری کاهشی 
تابع را می توانید در جدول زیر مشاهده کنید.  داشت. ویژگی های این دو 

x ( = x2( f  با دامنة )∞+ , x ( = -x2)0( g  با دامنة )∞+ , 0(تابع

نمودار

    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5     2    x
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    -2      -1     0        1       2       3      4       
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رفتار افزایشیرفتار کاهشیرفتار تابع

ویژگی رفتاری
کاهش  تابع  مقادیر  متغیر،  مقادیر  افزایش  با 

می یابند.
افزایش  تابع  افزایش مقادیر متغیر، مقادیر  با 

می یابند.

علامت مقادیر 
مثبتمنفیمشتق تابع

رابطه ای که بین رفتارهای تابع و علامت مشتق تابع در جدول بالا مشاهده می شود، برای تابع های دیگر 
نیز برقرار است. برخی تابع ها رفتاری افزایشی دارند )مانند تابع f در فعالیت )3((؛ یعنی با افزایش مقدار 
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متغیر، مقدار تابع نیز افزایش می یابد. مشتق این گونه تابع ها )در صورت وجود( در همة نقاط دامنة خود 
مثبت خواهند بود. اما، برخی تابع ها رفتار کاهشی دارند )مانند تابع g در فعالیت )3((؛ یعنی با افزایش 
مقدار متغیر، مقدار تابع کاهش می یابد. مشتق این گونه تابع ها )در صورت وجود( در همة نقاط دامنة 

خود منفی خواهد بود.
تابع هایی را که در دامنة خود رفتاری افزایشی دارند، تابع صعودی، و تابع هایی را که در دامنة خود 

رفتار کاهشی دارند، تابع نزولی می نامند. 

تابع های صعودی یا نزولی
فرض کنید f تابعی باشد که با افزایش مقدار متغیر 
از x1 به x2 )دو نقطة دلخواه در دامنة تابع(، مقدار 
تابع از )x1(  f به )f  )x2 افزایش یابد؛ در این صورت 
صعودی  یعنی  می نامند؛  صعودی  تابع  یک  را   f

بودن تابع f به معنای آن است که:
x

y

M

x 1 x 2

f( x )2

f( x )1

x

y

M

x 1 x 2

f( x )2

f( x )1

تعریف

تابع صعودی

تابع نزولی

 .f  )x1(   ≥   f  )x2( آنگاه x1 ≥ x2 باشند و f دو نقطه از دامنة x2 و x1 اگر

مقدار  افزایش  با  که  باشد  تابعی   f اگر  همچنین، 
متغیر از x1 به x2 )دو نقطة دلخواه در دامنة تابع(، 
مقدار تابع از )x1(  f به )f  )x2 کاهش یابد، در این 
صورت f را یک تابع نزولی می نامند؛ یعنی نزولی 

بودن تابع f به معنای آن است که:

.f  )x2(   ≥    f  )x1( آنگاه x1 ≥ x2 باشند و f دو نقطه از دامنة x2 و x1 اگر
اگر یک تابع صعودی مشتق پذیر باشد، مشتق آن در هر نقطه از دامنة خود مثبت یا صفر خواهد 
بود. همچنین، اگر یک تابع نزولی مشتق پذیر باشد، مشتق آن در هر نقطه از دامنة خود منفی 

یا صفر خواهد بود.
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مثال 7

 را به دست آورید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن تابع  مشتق تابع f    )x( = 3x با دامنة 
را بررسی کنید.

می دانیم مشتق تابع های خطی در همة نقاط، مقداری ثابت است که همان شیب خط )نمودار تابع( 
است، یعنی f    ′)x(  = 3   < 0. بنابراین مشتق این تابع در همة نقاط، مثبت است و دیده می شود که این 
 3x1 ≤ 3x2 آنگاه x1 ≥ x2 اگر ،x2 و x1 تابع در دامنة خود صعودی است. زیرا برای دو عدد دلخواه

.f  )x1(   ≥    f  )x2( یعنی

به طور کلی، همة تابع های خطی با شیب مثبت، تابع هایی صعودی هستند.

مثال 8

 را به دست آورید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن  مشتق تابع f    )x( = -2x با دامنة 
تابع را بررسی کنید.

می دانیم f    ′)x( = -2 > 0. بنابراین، مشتق این تابع در همة نقاط، منفی است و به سادگی دیده 
x1 ≥ x2  اگر ، x2  و x1 می شود که این تابع در دامنة خود نزولی است.  زیرا برای دو عدد دلخواه

.f  )x2(   ≥    f  )x1( 2- یعنیx2 ≤ -2x1 داریم 

به طور کلی، همة تابع های خطی با شیب منفی، تابع هایی نزولی هستند.

سعید گفت: آیا این نتیجه گیری درست است که مثبت بودن مشتق تابع، نشانة صعودی بودن و منفی بودن 
مشتق تابع، نشانة نزولی بودن تابع است؟

دبیر گفت: اگر دامنة تابع کی بازه باشد، نتیجه گیری شما درست است. در واقع، اگر مشتق کی تابع در 
نقاط کی بازه از دامنة تابع، مثبت باشد، تابع در آن بازه صعودی است. همچنین، اگر مشتق کی تابع در 
نقاط کی بازه از دامنة تابع، منفی باشد، تابع در آن بازه نزولی است. اما اگر دامنه، اجتماعی از بازه ها باشد، 

صعودی یا نزولی بودن تابع را باید مستقیماً بررسی کرد.به مثال صفحه بعد توجه کنید.

گفتگو
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مثال 9

 را در نظر بگیرید. وضعیت صعودی یا نزولی بودن این  { }− 0 ( با دامنة  (g x
x

=
1 تابع 

تابع را بررسی کنید.

. مشتق تابع g در همة نقاط دامنة خود منفی است. بنابراین، این تابع در بازه های  ) (g x
x

′ = − 2
1 دیدیم 

)∞+ , 0( و )0 , ∞-( که در دامنه 
قرار دارند، نزولی است. اما این تابع در 
تمام دامنة خود نزولی نیست، مثلاً اگر 
x1 = -1  و x2 =  3 داریم x1   > x2 ولی 

یعنی   . ) (g x =2
1
3 و   g  (x1) = -1

.g  (x1) < g   (x2)
که  می دهد  نشان  نیز  تابع  نمودار 
اگرچه این تابع در هر یک از بازه های 

نزولی نیست.  نزولی است ولی در تمام دامنة خود  )∞+ , 0( و )0 , ∞-( 

سعید گفت: اگر مشتق تابعی در برخی نقاط دامنة خود، مثبت و در برخی نقاط دیگر از دامنة خود، منفی 
باشد، در مورد وضعیت صعودی یا نزولی بودن این تابع چه می توانیم بگوییم؟

دبیر گفت: توجه داشته باشید که تابع ها، لزوماً همه جا صعودی یا همه جا نزولی نیستند. کی تابع ممکن 
است در قسمت هایی از دامنة خود صعودی باشد و در قسمت های دیگری نزولی باشد.

مثال 10

 را در نظر بگیرید. نمودار این تابع به شکل  تابع f   )x( = x2 با دامنة 
روبه رو است. مشتق این تابع به صورت f   ′  )x( = 2x است. علامت عدد 
2x همان علامت x است، در نتیجه مقادیر مشتق این تابع در بازة 
)0  ,  ∞-( منفی و تابع در این بازه نزولی است. همچنین مقادیر مشتق 
این تابع در بازة )∞+  ,  0( مثبت است و تابع در این بازه صعودی است. 
بنابراین، این تابع در کل دامنة خود نه صعودی و نه نزولی است، ولی 

در بازة )∞+  ,  0( صعودی و دربازة )0 , ∞-( نزولی است. 

گفتگو
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f ′
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  -1     0        1       2       3      

از  برخی  در  ولی  نزولی،  نه  و  باشند  نه صعودی  دامنة خود  در  تابع ها  است  کلی، ممکن  در حالت 
باشند.  نزولی  خود،  دامنة  از  دیگر  بازه های  برخی  در  و  صعودی  خود،  دامنة  بازه های 

بازه هایی که تابع در آنها صعودی است، مشتق تابع در آن نقاط، در صورت وجود، مثبت یا صفر است. 
برعکس، اگر مشتق یک تابع در یک بازه مثبت یا صفر باشد، تابع در آن بازه صعودی است. 

همچنین، بازه هایی که تابع در آنها نزولی است، مشتق تابع در نقاط آن، در صورت وجود، منفی یا 
صفر است. برعکس، اگر مشتق یک تابع در یک بازه منفی یا صفر باشد، تابع در آن بازه نزولی است.

مثال 11

مشتق تابع f   )x( =   -3 x2 + 6x با دامنة 
 را به دست آورید. مشتق این تابع در 
نقاطی منفی  نقاطی مثبت و در چه  چه 
است؟ این تابع در کدام بازه ها صعودی و 

در کدام بازه ها نزولی است؟

می دانیم f   ′)x( =   -6 x + 6 . برای تشخیص 
منفی  یا  مثبت  آنها  ازای  به   f   ′ که  نقاطی 
می شود، می توانیم نمودار آن را رسم کنیم و 
بازه هایی را که نمودار ′   f بالای محور طول ها 

یا زیر محور طول هاست، تعیین کنیم.
تابع ′   f  در x = 1 صفر است و برای x >1 ، مقادیر )x(′   f مثبت و برای x <1، مقادیر )f   ′)x منفی 
است. بنابراین، تابع f در بازة  ]1 , ∞-( صعودی و در بازة )∞+ , 1[ نزولی است. نمودار این تابع نیز 

این مطلب را نشان می دهد.

مثال 12

 را حساب کنید. مشتق این تابع در  ( با دامنة  ( ) (f x x x= − +31 12 53 مشتق تابع 
چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟ این تابع در کدام بازه ها صعودی و در کدام 

بازه ها نزولی است؟

یا  مثبت  آنها  ازای  به   f   ′ که  نقاطی  تشخیص  برای   . ) ( ) (f x x x′ = − = −2 21 3 12 43 می دانیم 
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که  را  بازه هایی  و  کنیم  رسم  را  آن  نمودار  می توانیم  منفی می شود، 
نمودار ′   f بالای محور طول ها )مثبت بودن مشتق( یا زیر محور طول ها 
روبه رو  به شکل   f   ′ نمودار  کنیم.  تعیین  است،  مشتق(  بودن  )منفی 

است. 
نمودار نشان می دهد که ′   f در بازه های ]2-  , ∞-( و )∞+ , 2[ مثبت 
است و تابع f در این بازه ها صعودی است. همچنین، ′   f دربازة  )2  , 2-( 
منفی است و تابع f در این بازه نزولی است. نمودار تابع f به شکل زیر 

است و نتایجی که به دست آوردیم در شکل دیده می شوند.
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 باشد و نمودار ′   g به شکل زیر باشد. 1ـ فرض کنید g تابعی مشتق پذیر با دامنة 
کار در کلاس3
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الف( مقادیر ′   g در چه بازه ای مثبت و در چه بازه ای منفی است؟
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ب( تابع    g در کدام بازه ها صعودی و در کدام بازه ها نزولی است؟

پ( کدام یک از نمودارهای زیر می تواند نمودار    g باشد؟
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2ـ آیا تابعی می توان یافت که هم صعودی و هم نزولی باشد؟ مشتق چنین تابعی چه ویژگی 
دارد؟ با یک مثال نشان دهید.

سعید می دانست که در برخی نقاط، مشتق برخی تابع ها صفر می شود و این سؤال برای او پیش آمد 
که در این حالت تابع چه وضعیتی پیدا می کند.
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سعید پرسید: وقتی مشتق کی تابع در بازه ای از دامنۀ تابع مثبت یا منفی باشد، تابع در آن بازه صعودی 
یا نزولی است. اما، وقتی مشتق تابع در برخی نقاط صفر شود، وضعیت تابع در این نقاط به چه صورت در 

می آید؟
دبیر گفت: به نکتة بسیار خوبی اشاره کردی. وقتی مشتق کی تابع در کی نقطه صفر است، فقط می توانیم 
بگوییم خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه افقی است. برای تشخیص چگونگی رفتار تابع، باید دربارة 

مثبت یا منفی بودن مشتق تابع در قبل و بعد از آن نقطه تحقیق کنیم.

مثال 13

 را در نظر بگیرید. مشتق این تابع در چه نقاطی صفر  ) با دامنة  )f x x x= −31
3 تابع 

می شود؟ وضعیت تابع در این نقاط چگونه است؟

داریم f   ′)x( =  x2 - 1 و به ازای x = -1 و x = 1 مشتق 
f صفر می شود. با رسم نمودار ′   f می بینیم:

  برای x > -1 مقادیر )f   ′)x مثبت است.
  برای x > 1 < 1- مقادیر )f   ′)x منفی است. 

پس، f در سمت چپ x = -1 در حال افزایش و در سمت 
در نقطة   f x در حال کاهش است. پس،  راست 1- = 
x = -1 به بیشترین مقدار خود می رسد. با رسم نمودار 

f نتایج به دست آمده دیده می شوند. 

گفتگو

 -1                                   1        
x

y

همچنین:
  برایx > 1 < 1- مقادیر )f   ′)x منفی است.

-4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4  

6

5

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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  برای x < 1 مقادیر )f   ′)x مثبت است. 
 f در حال افزایش است، بنابراین x = 1 در حال کاهش و در سمت راست x = 1 در سمت چپ f   ،پس

در نقطة x = 1 به کمترین مقدار خود می رسد. این نتیجه در نمودار تابع نیز دیده می شود.

مثال 14

 را در نظر بگیرید. مشتق این تابع در چه نقاطی صفر  ( با دامنة  ( ) (f x x= − 31 23 تابع 
می شود؟ وضعیت تابع در این نقاط چگونه است؟

داریم f   ′)x( = ) x -2( 2. بنابراین مقادیر مشتق مثبت هستند و فقط به ازای x = 2 مشتق f صفر 
می شود. بنابراین، در نقاط قبل و بعد از x = 2 مقادیر )f   ′)x مثبت است.

 x = 2 صعودی است. بنابراین، رفتار صعودی این تابع در نقطة x = 2 در سمت چپ و راست f ،پس
تغییری نمی کند. این تابع در کل دامنة خود صعودی است. 

تنها نکتة مهم در این نقطه آن است که خط مماس بر نمودار این تابع در نقطة x = 2 موازی محور 
طول هاست و نمودار تابع در نقطة اشتراک از میان این خط مماس می گذرد. یعنی، نمودار تابع در دو 
طرف خط مماس قرار می گیرد. نمودار این تابع و خط مماس بر آن در نقطة x = 2 به شکل زیر است.

2
x

y



134

١  نمودار یک تابع به شکل زیر است. این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی مسائل

است؟

 -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     3      3/5    4     4/5        
x

y

3/5

3

2/5

2

1/5

1

0/5

-0/5

٢  نمودار یک تابع با دامنة ]2 , 0[ به شکل زیر است. 

-1     0        1       2   
x

y

الف( این تابع در چه بازه هایی صعودی است؟

ب( آیا این تابع در کل دامنة خود صعودی است؟
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٣  نمودار یک تابع مشتق پذیر به شکل زیر است. 

     -2/5     -2   -1/5    -1   -0/5     0      0/5     1     1/5      2    2/5     
x

y

2/5

2

1/5

1

0/5

-0/5

الف( این تابع در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی نزولی است؟

ب( مشتق این تابع در چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟

پ( مشتق این تابع در چه نقاطی صفر است؟

} را در نظر بگیرید.  }− 2 ( با دامنة  ( x
g x

x
=

−2 ٤  تابع 

الف( مشتق این تابع را به دست آورید.

ب( آیا نقطه ای وجود دارد که مشتق این تابع در آن نقطه صفر شود؟ 

پ( مشتق این تابع در چه نقاطی مثبت و در چه نقاطی منفی است؟

ت( نمودار این تابع را با جئوجبرا رسم کنید و وضعیت صعودی یا نزولی بودن تابع را از روی 
نمودار و مشتق آن توصیف کنید.
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  دامنة  با  مشتق پذیر  تابع  یک   g کنید  فرض    ٥

روبه روست. شکل  به   g   ′ نمودار  و  است 
الف( تابع g در چه بازه هایی صعودی و در چه بازه هایی 

نزولی است؟

ب( مشتق g در چه نقاطی صفر است؟ آیا تابع g در 
این نقاط نسبت به نقاط اطراف، به بیشترین یا کمترین 

مقدار خود می رسد؟

پ( کدام یک از نمودارهای زیر می تواند نمودار g باشد؟

      -2      -1     0        1       2       3      4            

5

4

3

2

1

-1

x

y

)1( )2( 

)3( 

                  -2      -1      0        1       2       3              

4

3

2

1

-1

-2

x

y

  -8      -6      -4      -2     0        2       4       6      8      

8

6

4

2

-2

-4

x

y

           -2      -1     0        1       2       3      4                

4

3

2

1

-1

-2

x

y

                  -2      -1      0        1       2       3              

4

3

2

1

-1

-2

x

y

  -8      -6      -4      -2     0        2       4       6      8      

8

6

4

2

-2

-4

x

y

           -2      -1     0        1       2       3      4                

4

3

2

1

-1

-2

x

y

                  -2      -1      0        1       2       3              

4

3

2

1

-1

-2

x

y

  -8      -6      -4      -2     0        2       4       6      8      

8

6

4

2

-2

-4

x

y

           -2      -1     0        1       2       3      4                

4

3

2

1

-1

-2

x

y
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٦  نمودار یک تابع با دامنة ]5 , 0[ را رسم کنید که در بازة ]2, 0[ صعودی و در بازة ]5 , 2[ 

نزولی باشد؟

٧  قانون یک تابع با دامنة ]7 , 1[ را ارائه کنید که پیوسته باشد و در بازة ]3 , 1[ نزولی و در 

بازة ]7 , 3[ صعودی باشد.

استانداردهای ارزشیابی پودمان پنجم

عنوان پودمان
تکالیف عملکردی 

)واحدهای 
یادگیری(

استاندارد 
عملکرد 
)کیفیت(

سطوح 
نمرهشاخص تحققانتظارات

پودمان پنجم: 
محاسبات 
مشتق و 
کاربردها

انجام محاسبات 
مشتق تابع ها با 

استفاده از قوانین 
مشتق گیری

تفسیر، و حل 
مسائل مرتبط 

با تغییرات 
متغیرها در 

تابع ها

بالاتر از 
حد انتظار

 تفسیر، مدل سازی و حل مسائل زندگی واقعی 
درسی(  کتاب  و  کلاس  در  نشده  حل  )مسائل 

مرتبط با تغییرات متغیرها در تابع ها
3

حد انتظار
 تفسیر، و حل مسائل مشابه مسائل حل شده 
تغییرات  با  مرتبط  درسی،  کتاب  و  کلاس  در 

متغیرها در تابع ها
2 توصیف و تفسیر 

رفتار صعودی و 
نزولی بودن تابع ها 
به کمک مشتق 

تابع ها
پایین تر از 
حد انتظار

برای  روابط  و  و کاربرد صحیح مفاهیم   درک 
محاسبه مشتق تابع ها

1

نمره مستمر از 5: 

نمره واحد یادگیری از 3:

نمره واحد یادگیری از 20:
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همکاران هنرآموز که در فرایند اعتبارسنجی این کتاب مشارکت نموده اند.

سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی جهت ایفای نقش خطیر خود در اجرای سند تحول بنیادین در آموزش و پرورش و برنامه درسی ملی 
جمهوری اسلامی ایران، مشارکت دبیران را به عنوان یک سیاست اجرایی مهم دنبال می کند. برای تحقق این امر در اقدامی نوآورانه سامانه تعاملی 
بر خط اعتبارسنجی کتاب های درسی راه اندازی شد تا با دریافت نظرات دبیران دربارۀ کتاب های درسی نونگاشت، کتاب های درسی را در اولین 
سال چاپ، با کمترین اشکال به دانش آموزان و دبیران ارجمند تقدیم نماید. در انجام مطلوب این فرایند، همکاران گروه تحلیل محتوای آموزشی 
و پرورشی استان ها، گروه های آموزشی و دبیرخانۀ راهبری دروس و مدیریت محترم پروژه آقای محسن باهو نقش سازنده ای را بر عهده داشتند. 
ضمن ارج نهادن به تلاش تمامی این همکاران، اسامی دبیران و هنرآموزانی که تلاش مضاعفی را در این زمینه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان 

را در بهبود محتوای این کتاب یاری کرده اند به شرح زیر اعلام می شود.

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف

مازندرانابراهیم خطیری1

سیستان و بلوچستانابوذر نخعی مطلق، مصطفی امیدی2

خوزستانافسانه نژادزاده3

آذربایجان شرقیاکرم سلامی، نسرین سربخشی4

آذربایجان غربیایرج پویا5

همدانبهروز اسکندری6

حجت رنگین، 7
 قزوینزهرا شمسی گل سفیدی

هرمزگانحسین باقرزاده8

اصفهانپیام سراجی،  فتحعلی فنایی نجف آبادی9
فارسحسین ایمانلو10

سمنانسینا نعمتی11
قمعفت شیخ زاده بیدگلی12
خراسان جنوبیفرزانه ثنائی نژاد13
کرمانمحسن امیری بیدمشکی14

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف

خراسان رضویمحمد طالبی، صدیقه گیلانی15
ایلاممهناز پیمان16
اردبیلمیکائیل صدقی17
البرزنرگس رشادتی جونبی18
چهارمحال و بختیاریکامران کبیری19
شهرستان های تهراناعظم دهقانی20
زنجانرباب افشاری 21

22

جعفری،  رویا  ضیاءالحق،  احسان 
محمّدرضا  میراولیایی،  مهرناز 
ناهید  رزّاقی،  رویا  قربانی، 
مینا  خانعلی،  سعیده  ابراهیم زاده، 
مهدی  فراهانی،  افسانه  غنی زاده، 
رضوانی نژاد،  جمیله  تیموری، 
الهام  حقانی،  لیلا  اسلام نژاد،  نگار 
مریم  بهمنی،  مهدی  آرمان فر، 

عزیزی، مهدی یزدان مهر

شهر تهران


	000-C212141
	001-035- C212141
	036-066-C212141
	067-087-C212141
	088-112-C212141
	113-138-C212141



